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А. А. Цупак 

ПРОЕКЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ СКАЛЯРНОЙ ЗАДАЧИ  
ДИФРАКЦИИ НА НЕПЛОСКОМ ЖЕСТКОМ ЭКРАНЕ1 
2 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Цель работы – теоретическое обоснование числен-

ного метода решения задачи рассеяния акустической волны неплоским глад-
ким бесконечно тонким акустически жестким экраном.  

Материалы и методы. Рассматривается интегродифференциальное урав-
нение задачи дифракции на экране; оператор уравнения рассматривается как 
отображение в подходящих пространствах Соболева; для численного решения 
задачи используется метод Галеркина.  

Результаты. Доказана сходимость метода Галеркина в задаче дифракции 
на акустически жестком экране; предложен способ построения базисных 
функций на неплоских гладких параметризуемых экранах, проведены вычис-
лительные эксперименты.  

Выводы. Результаты вычислительных экспериментов согласуются с основ-
ным теоретическим результатом работы о сходимости методов Галеркина; 
описанный численный метод является эффективным и может применяться для 
решения более сложных задач дифракции акустических волн. 

Ключевые слова: дифракция на акустически жестком экране, интегро-
дифференциальные уравнения, сходимость метода Галеркина 

 
A. A. Tsupak 

PROJECTIVE METHOD FOR SOLVING THE SCALAR 
DIFFRACTION PROBLEM ON A NONPLANAR RIGID SCREEN  

 
Abstract.  
Background. The aim of the work is theoretical justification of a numerical 

method for solving a scattering problem of acoustic waves by infinitely thin curvi-
linear acoustically hard screens.  

Material and methods. The integral differential equation of the problem of dif-
fraction on a screen is considered; the operator of the equation is considered as a 
mapping in suitable Sobolev spaces; Galerkin method is used for numerical solving 
of the problem.  

Results. The convergence of the Galerkin method in the problem of diffraction 
on an acoustically rigid screen is proved; a method for constructing basis functions 

                                                           
1Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 18-01-00219A. 

2 © Цупак А. А., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной лицензии Creative Commons Attribution 
4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), которая дает разрешение на неогра-
ниченное использование, копирование на любые носители при условии указания авторства, источника и 
ссылки на лицензию Creative Commons, а также изменений, если таковые имеют место. 
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on non-plane smooth parameterizable screens is proposed, computational experi-
ments are carried out.  

Conclusions. The results of the numerical experiments coincide with the main 
theoretical result of the study; the described approach can be used for solving com-
plicated problems of acoustic scattering. 

Keywords: diffraction on an acoustically rigid screen, integral differential equa-
tions, convergence of the Galerkin method 

Введение 
Рассматривается задача дифракции монохроматической акустической 

волны на незамкнутом гладком неплоском экране. В случае, когда экран яв-
ляется акустически жестким, задача сводится к сингулярному интегро-
дифференциальному уравнению по поверхности экрана. 

Известные результаты [1] об эллиптичности оператора уравнения  
в подходящих пространствах Соболева позволяют доказать сходимость мето-
да Галеркина, если базисные функции удовлетворяют условию аппроксима-
ции в области определения оператора [2]. 

Если экран является плоским, то в качестве таких базисных функций 
можно выбрать кусочно-линейные финитные функции с шестиугольным носи-
телем [3]. В статье [4] описан проекционный метод решения задачи дифракции 
и приведены результаты расчетов на плоских экранах различной формы. 

В данной работе рассмотрен случай, когда акустически жесткий экран не 
является плоским, а представляется гладкой параметризуемой поверхностью. 

Основной трудностью в реализации численного метода решения задачи 
дифракции на таких экранах является построение расчетных сеток и введение 
удобных базисных функций. Наиболее распространенный подход состоит в за-
мене гладкого экрана кусочно-плоским (см. работы [5, 6] и имеющуюся там 
библиографию). Этот подход удобен с точки зрения вычислений. Однако дока-
зательство сходимости проекционного метода чрезвычайно затруднительно, 
так как исходное пространство решений, определенных на гладком экране, 
фактически заменяется совершенно иным функциональным пространством. 

Предложенный в настоящей работе подход свободен от этих формаль-
ных трудностей, так как базисные функции строятся именно на заданном 
экране, а не на его «приближениях». 

В работе показано, что на любой ориентируемой параметризуемой 
гладкой поверхности можно ввести системы финитных базисных функций, 
удовлетворяющих условию аппроксимации в пространстве Соболева на мно-
гообразии с краем. 

Метод Галеркина был программно реализован, проведен ряд вычисли-
тельных экспериментов, подтвердивших результат о сходимости метода.  
В разд. 2 статьи предложен результат сравнения полученных приближенных 
решений с известным аналитическим решением задачи дифракции на единич-
ной сфере. Далее предложены результаты решения на гладком ограниченном 
экране, экспериментально подтверждающие сходимость метода Галеркина. 

1. Интегродифференциальное уравнение задачи дифракции 

Пусть Ω  – гладкая (класса C∞ ) незамкнутая ориентируемая ограни-
ченная поверхность в 3 , заданная параметрически с помощью вектор-
функции  
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  1 1 2 2 1 2 3 1 2( ) ( ( , ), ( , ), ( , ))x t x t t x t t x t t= .  (1) 

Функция ( )x t  с плоской областью определения 2T ⊂   является диф-

феоморфизмом и в любой точке t T∈  ее матрица Якоби ( ) xJ t t
∂= ∂  имеет 

ранг, равный 2. Пусть на экране некоторым образом задано поле нормалей n . 
Задача дифракции монохроматической акустической волны, гармони-

чески зависящей от времени, сводится [1, 7, 8] к интегродифференциальному 
уравнению 

 ( ) ( ) ( )0, , .y
x y x

G x y y ds u x x
Ω

 ∂ ∂ ∂ ϕ = ∈Ω
 ∂ ∂ ∂ 
n n n

  (2) 

Здесь ( )
| |

,
4 | |

eik x yeG x y
x y

−
=
π −

 – фундаментальное решение уравнения 

Гельмгольца в 3;  ek  – заданное волновое число свободного пространства; 

0 ( )u x  – функция, описывающая падающую волну.  
Оператор S  уравнения (2) будем рассматривать как псевдодифферен-

циальный оператор:  

( ) ( )1/2 1/2:S H H −Ω → Ω . 

Пространства Соболева ( ) ( )1/2 1/2,H H −Ω Ω  на незамкнутом гладком 
экране определим стандартным образом. Рассмотрим Ω  как подмногообра-
зие гладкого многообразия 0Ω  без края. Пусть { }Uα  – конечное покрытие 

0Ω  координатными окрестностями, которые отображаются диффеоморфиз-

мами :U Vα α ακ →  в 2.  Предположим также, что для покрытия { }Uα  
задано подчиненное этому покрытию разбиение единицы { }.αϕ  Норма  

в пространстве Соболева 0( )sH Ω  определяется следующим образом [9]:  

2
0

1 1
( ) ( )

= ( ( )) ( ( )) .s sH H
u u t t− −

α α αΩ
α

κ ϕ κ 
      

Теперь { }0( ) ( ) : supps sH u H uΩ = ∈ Ω ⊂Ω  – пространство функций из 

0( )sH Ω  с компактным носителем в Ω , а 0( ) { | : ( )}s sH u u HΩΩ = ∈ Ω  – про-

странство сужений элементов 0( )sH Ω  на .Ω  

2. Сходимость метода Галеркина 
Метод Галеркина для уравнения  

 ( ) ( )1/2 1/2, :S f S H H −ϕ = Ω → Ω   (3) 

состоит в решении системы 
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 , , ,N i iS v f vϕ =  1,..., ,i N=   (4) 

где полуторалинейная форма ,f g f gds
Ω

=   определяет антидвойственное 

спаривание пространств ( )1/2H Ω  и ( )1/2H − Ω , а iv  – базисные функции; 

Nϕ  – приближенное решение уравнения (3), записываемое в виде линейной 
комбинации функций iv  с неизвестными коэффициентами ic : 

 ( ) ( )
1

: , .
N

N i i
i

x c v x x
=

ϕ = ∈Ω  (5) 

Опишем построение базисных функций на произвольном гладком па-
раметризуемом экране .Ω  

Пусть 0( )rB B t=  – некоторый открытый круг радиуса r  такой, что 
D B⊂  и ( , ) > 0.dist D B∂ ∂  Пусть также 0( )rB B t+δ′ =  – круг радиуса 

, 0.r + δ δ >  Рассмотрим образы кругов B  и B′  при введенном отображении 
( ).x t  Эти образы суть поверхности ,B B′Ω ⊃ Ω ⊃ Ω  причем 

( , ) = > 0B Bdist d′ ′∂Ω ∂Ω  и ( , ) = > 0.Bdist d∂Ω ∂Ω   
На прямоугольнике [0; ] [0; ]T a b= ×  введем финитные кусочно-линей-

ные функции 0( )iv t  с шестиугольным носителем. Эти функции определены и 
подробно исследованы в [3], их применение для решения задачи дифракции 
на плоском экране описано в [4].  

В качестве базисных функций ( )iv x  на гладком параметризуемом 
экране Ω  рассмотрим функции  

 0( ) = ( ( )), .i iv x v x xκ ∈Ω   (6) 

Здесь ( ) :x Tκ Ω→  есть отображение, обратное к ( ).x t  Равенство (6) 
можно записать в эквивалентной форме как 

0( ( )) = ( ), .i iv x t v t t T∈  

На рис. 1 приведен график базисной функции 0
iv  (на прямоугольном 

экране) и графики iv  (на криволинейных экранах). 
Докажем теорему о сходимости метода Галеркина. 
Теорема 1. Пусть Ω  – гладкая ориентируемая незамкнутая поверх-

ность, заданная параметрически. Пусть базисные функции на Ω  определе-
ны формулой (6). Тогда метод Галеркина сходится для оператора 

( ) ( )1/2 1/2:S H H −Ω → Ω . 
Доказательство. 1. Оператор S  является эллиптическим [1] и инъек-

тивным, так как решение однородного интегродифференциального уравнения 
отвечает решению однородной краевой задачи для уравнения Гельмгольца, 
что, в свою очередь, следует из эквивалентности дифференциальной и инте-
гральной постановок задачи дифракции [10, 11]. 
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а) б) 

 
в) 

Рис. 1. Базисная функция 0
iv  на T  (а); базисная функция iv  на единичной сфере (б); 

базисная функция iv  на поверхности 3 1 20,1cos(8 )cos(6 )x x x=  (в) 
 
2. Таким образом, для доказательства сходимости метода достаточно 

[2] проверить, что введенные базисные функции удовлетворяют свойству ап-
проксимации. 

Так как экран параметризуется с помощью гладкой функции 
( ) : ,x t T →Ω  а функции 0( )iv t  принадлежат 1/2 ( )H T , то [9] имеет место 

включение 1/2( ) ( ).iv x H∈ Ω  

3. Проверим, что iv ( 1,..., ,i N N= ∈) образуют полную систему 

функций в пространстве 1/2 ( ).H Ω  Покажем, что для всякого элемента 
1/2( ) ( )v x H∈ Ω  при любом > 0ε  найдутся коэффициенты ic  ( = 1, ,i N ) 

такие, что  

1/2
1/2

( )
1 ( )

= < .
N

N i iH
i H

v v v c vΩ
= Ω

− − ε


 

В плоскости параметров 1 2,t t  определим гладкую финитную функцию 
( )T tϕ  так, чтобы выполнялись условия: 

2 1, ,
( ), ( ) =

0, .T T
t T

C t
t B

∞  ∈
ϕ ∈ ϕ  ′∉

  
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Тогда ( ) = ( ( ))Tx xϕ ϕ κ  удовлетворяет следующим условиям: 

1, ,( ), ( ) =
0, \ .B

B B

xC x
x

∞
′

′

 ∈Ωϕ∈ Ω ϕ 
∈Ω Ω

 

Введем гладкую замкнутую поверхность Ω  класса ,C∞  содержащую 
.B′Ω  На Ω  введем атлас {( , )}Uα ακ  и подчиненное данному покрытию 

разбиение единицы αϕ  так, чтобы при 0 = 0α  выполнялось 00
= = ,BU U ′α Ω  

0 ( ) = ( ).x xκ κ  

Пусть 1/2 ( )v H∈ Ω  – произвольная функция. Тогда определено ее 

продолжение нулем 1/2
0 ( );v Hε ∈ Ω  также и 1/2

0 ( ) ( ).iv x Hε ∈ Ω  Выполняя 
замену переменных, запишем  

1 1/2
1 2 1 2

1 0
1 2 1 2

( ( , )) = ( ( )) = ( , ) ( ),

( ( , )) = ( ( )) = ( , ), ;
T

i i i

v x t t v t v t t H T

v x t t v t v t t t T

−

−

κ ∈

κ ∈


 

Так как функции 0
iv  удовлетворяют условию аппроксимации [11]  

в пространстве 1/2 ( )H T , то для Tv  при произвольном > 0ε  можно так 

определить коэффициенты в линейной комбинации 0
, ( ) = ( )T N i iiv t c v t , что  

1/2 21/2, 0 0 , ( )( )
= < ,T T N T T N HH T

v v v v− ε − ε ε    

откуда и выведем нужную оценку: 

1/2 1/2
'

0 0( ) ( )= =
B

N NH Hv v v vΩ Ω− ε − ε    

1/2 2
1 1 1 1

0 0 ( )= ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) =N Hv t t v t t− − − −
α α α α α α

α
ε κ ϕ κ − ε κ ϕ κ    

1/2 2
1 1 1 1

0 0 ( )= ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) =N Hv t t v t t− − − −ε κ ϕ κ − ε κ ϕ κ    

1/2 20 0 , ( )
= < .T T N H

v vε − ε ε


 

Здесь учтено определение сглаживающей функции на неплоском 
экране, задание поверхности Ω  с помощью одной карты и соотношения 
между координатами точек Ω  и .T  Теорема доказана. 

3. Описание вычислительных экспериментов  
и результаты расчетов 

Для тестирования сходимости метода Галеркина проведено сравнение 
полученных приближенных решений Nv  (при различном числе N  базисных 
функций) с аналитическим решением задачи. 

Пусть 1(0)SΩ =  – единичная сфера с центром в начале координат, 
заданная параметрически: 
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1 cos cos ,x = θ ϕ 2 cos sin ,x = θ ϕ 3 sin ,x = θ [ / 2; / 2],   [0;2 ).θ∈ −π π ϕ∈ π  

Известно [6], что собственными функциями интегродифференциаль-
ного уравнения (2) являются функции вида  

, ( ) (cos )cos( ),m
n m ns x P m= θ ϕ   

2 /2( ) (1 ) ( ),
m

m m
n nm

dP u u P u
du

= −  

где ( )nP u  – полиномы Лежандра, а ,θ ϕ  – сферические координаты точки 

1(0).x S∈  График модуля функции 3,3s  представлен на рис. 2. 
 

 
Рис. 2. График модуля собственной функции 3,3v s=   

уравнения (2) на единичной сфере 1(0)S  
 

На рис. 3 представлены графики приближенных решений Nv , найден-
ных согласно методу Галеркина.  

В качестве конкретной проблемы рассмотрена задача дифракции моно-
хроматической волны с амплитудой 2 3 1(0,8 0,6 )

0 ( ) /10e eik x x ik xu x e e− −= +  на 
экране, определенном с помощью явной зависимости 3x  от 1 2,x x : 

3 1 2 1 2{ : 0,1cos(8 )cos(6 ),    , [0;1]}x x x x x xΩ = = ∈ . 

Графики приближенных решений Nv  этой задачи, представленные на 
рис. 4, также подтверждают сходимость численного метода. 

Заключение 
Рассмотрена задача дифракции акустической волны на неплоском аку-

стически жестком экране. Сформулирован метод Галеркина решения сингу-
лярного интегродифференциального уравнения по поверхности экрана. На 
неплоских параметрически заданных экранах определены базисные функции 
и доказано свойство аппроксимации в пространстве решений интегродиффе-
ренциального уравнения. Проекционный метод программно реализован, вы-
полнен ряд вычислительных тестов.  
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а) б) 

 
в) 

Рис. 3. Приближенные решения Nv  интегродифференциального уравнения  
на единичной сфере: а – N = 49; б – N = 225; в – N = 3969 

 
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Приближенные решения задачи рассеяния на криволинейном экране:  
а – N = 81; б – N = 3969 
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Проведенные эксперименты и сравнение приближенных решений мо-
дельной задачи с ее известным аналитическим решением подтвердили схо-
димость метода Галеркина, правильность его программной реализации и вы-
сокую эффективность. 
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О. Э. Яремко, Н. Н. Яремко, Е. С. Могилева 

ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ВЫПУКЛОСТЬ ИЗОБРАЖЕНИЙ  
В ТЕОРИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

1 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Метод интегральных преобразований является од-

ним из важнейших аналитических методов математического моделирования. 
На его основе разрабатываются численные методы и вычислительные алго-
ритмы. Свойства изображений косвенным образом отражают свойства ориги-
налов. Иногда, например для изображений Фурье, эти свойства содержат в се-
бе новую информацию об оригинале. Статья посвящена исследованию лога-
рифмической выпуклости изображения для неотрицательного оригинала.  

Материалы и методы. Методы информационной геометрии позволили 
впервые установить свойства интегральных преобразований Фурье исследова-
нием соответствующей информационной матрицы Фишера. В получении ре-
зультатов были также использованы методы теории интегральных преобразо-
ваний Лапласа, Меллина, Вейерштрасса и др.  

Результаты. Найдена формула для информационной матрицы Фишера и 
тензора деформации для рандомизированных семейств распределений, свя-
занных с интегральными преобразованиями Лапласа, Меллина, Вейерштрасса. 
Установлена логарифмическая выпуклость изображения для неотрицательного 
оригинала. Предложено новое доказательство логарифмической выпуклости 
Гамма-функции и неравенства о моментах распределения. 

Выводы. Предложенные методы могут быть полезны при изучении специ-
альных функций математической физики, в теории интегралов дробного по-
рядка. Наличие явного выражения информационной матрицы важно для при-
менений в статистике. 

Ключевые слова: логарифмическая выпуклость, интегральное преобразо-
вание, плотность распределения, матрица Фишера. 

 
O. E. Yaremko, N. N. Yaremko, E. S. Mogileva 

LOGARITHMIC IMAGE’S CONVEXITY  
IN THE INTEGRAL TRANSFORMS THEORY  

 
Abstract. 
Background. The method of integral transforms is one of the most important an-

alytical methods of mathematical modeling. Numerical methods and computational 
algorithms are developed on its basis. Image properties indirectly reflect the proper-
ties of the originals. Sometimes, for example, for Fourier images, these properties 
contain new information about the original. The article is devoted to the study of the 
logarithmic convexity of the image for a non-negative original. 

Materials and methods. Methods of information geometry allowed us to estab-
lish the properties of integral Fourier transforms for the first time by studying the 

                                                           
1 © Яремко О. Э., Яремко Н. Н., Могилева Е. С., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной лицен-

зии Creative Commons Attribution 4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), ко-
торая дает разрешение на неограниченное использование, копирование на любые носители при условии 
указания авторства, источника и ссылки на лицензию Creative Commons, а также изменений, если таковые 
имеют место. 
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corresponding Fisher information matrix. Methods of Laplace, Mellin, Weierstrass 
and others integral transforms theory were also used in obtaining the results. 

Results. Formula for the Fischer information matrix and stress tensor for ran-
domized families of distributions associated with Laplace, Mellin, and Weierstrass 
integral transforms is found. The logarithmic image’s convexity for a non-negative 
original is established. A new proof of the logarithmic convexity of the Gamma- 
function and the moments inequality of distribution is proposed. 

Conclusions. The proposed methods can be useful in the study of special func-
tions of mathematical physics, in the theory of fractional-order integrals. Having  
an explicit expression of the information matrix is important for statistical applica-
tions. 

Keywords: logarithmic convexity, integral transform, the density distribution, 
the Fisher matrix. 

Введение 

Интегральным преобразованием является любое преобразование 
( ) ( )f Fξ → θ  следующего вида: 

 
( ) ( ) ( ), .

b

a

F K f dθ = ξ θ ξ ξ   (1) 

На вход этого преобразования подается функция f, а на выходе получа-
ется функция ( )F λ . Интегральное преобразование – это специальный вид 
математического оператора. Существует множество полезных интегральных 
преобразований. Каждое из них определяется выбором ядра, т.е. функции 

( ),K K= ξ θ из двух переменных.  
Имеется много классов задач, которые трудно решить или, по крайней 

мере, они довольно громоздкие алгебраически в их первоначальных пред-
ставлениях. Интегральное преобразование «отображает» уравнение из его ис-
ходной «области» в другую область. Решение дифференциальных и инте-
гральных уравнений в пространстве изображений часто намного проще, чем 
решение в пространстве оригиналов. Обратным интегральным преобразова-
нием по изображению решения восстанавливается оригинал. Для некоторых 
интегральных преобразований важна информация об изображении сигнала  
(о спектре сигнала). Таким образом, оказывается важным изучение свойств 
изображений.  

Ядра важнейших интегральных преобразований Лапласа, Меллина, 
Вейерштрасса и др. являются плотностями распределений экспоненциально-
го, гамма-распределения, нормального распределения соответственно. В ра-
боте изучаются интегральные преобразования (1), в которых ядро 

( ),K K= ξ θ , плотность распределения, зависящая от параметра θ , а ( )f ξ −  
некоторая неотрицательная функция. Тогда получим однопараметрическое 
семейство S  плотностей распределения [1]: 

( | )p ξ θ = ( ) ( )
( )

,
.

K f
F
ξ θ ξ
θ
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Нас будет интересовать чувствительность случайной величины к пара-
метру Rθ∈ . Другими словами, характер варьирования распределения этой 
случайной величины при изменении значения параметра Rθ∈ . В качестве 
метрики, которая определяет расстояние между двумя распределениями из 
семейства |P Rθ θ∈ , было выбрано количество информации Фишера, содер-

жащееся в наблюдениях. В скалярном случае 1|P Rθ θ∈  расстояние определя-
ется по формуле 

( ) ln ln , / .I p p pdθ = ∂ ∂ ξ ∂ = ∂ ∂θ  

Если параметр n-мерный, причем ( )1,..., т
тRθ = θ θ ∈ , то рассматрива-

ется информационная матрица Фишера размерности m m×  с элементами, 
определяемыми по одной из двух формул: 

 ( ) ( ) ,( ) ln ln , / i
ij i j ip p p dI θ = ∂ ∂ ξ ∂ = ∂ ∂θ   (2) 

 ( ) 2( ) ln , / .i
ij ij

j
ijp p dI θ = − ∂ ξ ∂ = ∂ ∂ ∂θθ   (3) 

В работе [2] С. Рао на основе фишеровской информационной матрицы 
(2) определил риманову метрику  

2

,
( ) i

j
j

n
j

i
i

ds I dt dt= θ  

на многообразии распределений вероятностей | nP Rθ θ∈  и тензор деформа-
ции T, тем самым заложил основы информационной геометрии. Компоненты 

ijkT тензора деформации С. Рао определяет по формулам: 

 
( ) ( ) ( )1( ) ln ln ln .

2ijk i j kT p p p p dθ = − ∂ ∂ ∂ ξ   (4) 

Основной результат работы состоит в определении зависимости изоб-
ражения ( )F λ  и информационной матрицы (2). Эта зависимость имеет вид 

( ) ( )2 ln .I Fθθ = ∂ θ  

Таким образом, будет доказано что изображение функции ( )F λ  явля-
ется логарифмически выпуклой функцией [3] параметра .θ  Кроме того, уста-
новлена ее вероятностная интерпретация.  

1. Информационное расстояние для интегральных  
преобразований Лапласа от неотрицательных оригиналов 

Лемма 1. Пусть функция ( )f x  – неотрицательна на действительной 
полуоси, а функция ( )F θ  – ее преобразование Лапласа [4], определяемое 
формулой 
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0

( ) ( ) ,F e f d
∞
−θξθ = ξ ξ  

тогда функция 

( )
( )( , ) e fp

F

−θξ ξξ θ =
θ

 

является плотностью распределения, здесь θ  – параметр семейства S  рас-
пределений вероятностей. 

Доказательство. Во-первых, ( , ) 0p ξ θ ≥ ; во-вторых: 

( )
( )
( )

0

0

( )

( , ) 1.

e f d
F

p d
F F

∞
−θξ

∞ ξ ξ
θ

ξ θ ξ = = =
θ θ


  

Теорема 1. Информационное расстояние Фишера ( )I θ , соответствую-
щее семейству S  распределений вероятностей, находится по формуле 
( ) ( )2 ln .I Fθθ = ∂ θ  Компонента структурного тензора T имеет вид 

( )31 ln .
2

T Fθ= − ∂ θ  

Доказательство. Вычислим расстояние Фишера. Для этого найдем 

( ) ( )( ) ( )( )2 2 2(ln ( , )) ln ln ln .p f F Fθ θ∂ ξ θ = ∂ −θξ + ξ − θ = −∂ θ  

Тогда согласно формуле (2) получим 

( )2 lnI Fθ= ∂ θ . 

Аналогично доказывается формула для тензора T. 
Следствие 1. Преобразование Лапласа неотрицательной функции  

( )f x  – логарифмически выпуклая функция параметра θ . 
Пример 1. Если выбрать функцию ( )f ξ  в виде 

1
2 2 , 1,( 1)

( )
10, 1, ,
2

f
ν−

 ξ −ξ = 
 ξ ≤ ν > −

>



ξ



 

то на основании формулы для функции Бесселя [5] 

1
2 2

1
12( ) ( 1) , Re( ) ,| Arg( ) |1 2 2( )

2

K e d z

ν

ν−∞ −θξ
ν

 π   π θ = ξ − ξ ν > − <
Γ ν

θ

+
  
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получаем, что функция ( )
2

K
−ν

ν
  θ −


θ



логарифмически выпуклая функция 

переменного θ . 

2. Информационное расстояние для интегральных  
преобразований Меллина от неотрицательных оригиналов 

Прямое преобразование Меллина определяется формулой [7]:  

 

1

0

( ) ( )F f d
∞
θ−θ = ξ ξ ξ . (5) 

Лемма 2. Пусть функция ( )f x неотрицательна на действительной по-
луоси, а функция ( )F θ определяется формулой (1), тогда функция 

( )
1 ( )( , ) fp

F

θ−ξ ξξ θ =
θ

 

является плотностью распределения, здесь θ  – параметр семейства S  рас-
пределений вероятностей. 

Теорема 2. Информационное расстояние Фишера находится по форму-
ле ( )2 ln .I Fθ= ∂ θ  Компоненты структурного тензора имеют вид 

( )31 ln .
2

T Fθ= − ∂ θ  

Доказательство. Вычислим расстояние Фишера. Для этого найдем 

( ) ( )( )(ln ( , )) ( 1) ln ln lnp f Fθ∂ ξ θ = ∂ θ − ξ + ξ − θ =  

( )( )ln ln ,Fθ= ξ − ∂ θ  

тогда 

( )2 lnI Fθ= ∂ θ . 

Следствие 2. Преобразование Меллина распределения есть логариф-
мически выпуклая функция параметра θ . 

Пример 2. Пусть ( )f e−ξξ = , тогда ( ) ( )F θ = Γ θ . Значит, Гамма функ-
ция логарифмически выпукла. Определение Гамма-функции и другое доказа-
тельство ее логарифмической выпуклости, основанное на разложении в ряд 
на простейшие дроби логарифма Гамма-функции, можно найти в [5]. 

Замечание. Пусть функции ( )( ),f x g x  неотрицательны на действи-
тельной полуоси, а функция ( )F ν  определяется формулой  

 
( )1/2

0

( ) ( ) ,F f dg
∞

ν− ξν = ξ ξ   (6) 
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тогда функция 

( )
1/2 ( )( , ) ( ) fp
F

gν− ξξ ξν =
ν

 

является плотностью распределения, здесь ν  – параметр семейства S  рас-
пределений вероятностей. Информационное расстояние Фишера находится 
по формуле 

( )2 ln .I Fν= ∂ ν  

Компоненты структурного тензора имеют вид 

( )31 ln .
2

T Fν= − ∂ ν  

Доказательство проводится, как в теоремах 1 и 2. 
Пример 3. Пусть  

( ) ( )
2 1, 1,,

0,0 1,
f e g−ξθ ξ − ξ >ξ = ξ = 

≤ ξ ≤
 

тогда  

( ) 1( )
2 2

KF
−ν

ν
   θ Γ ν + −  ν
  

θ



=  

логарифмически выпуклая функция параметра ν . Здесь ( )Kν θ  – бесселева 
функция мнимого аргумента [5]. 

Теорема 3 (Неравенства для моментов). Для любой случайной величи-
ны X математическое ожидание величины X θ , которое принято называть 
моментом порядка θ  [6]: 

( ) ( ) ,u E X θθ =  0,θ ≥  

является функцией, логарифмически выпуклой по θ  в каждом интервале, где 
она конечна.  

Доказательство. Рассмотрим рандомизированную плотность 

( )
( )

( , ) .
f

p
u

θξ ξ
ξ θ =

ξ
 

На основании формулы (2) получим, что  

( ) ( )2 ln .I uθθ = ∂ θ  

Следовательно, функция ( )u θ − логарифмически выпуклая.  
Замечание. Функция ( )u θ  называется моментом порядка θ  [6]. 
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3. Информационное расстояние для интеграла  
дробного порядка от неотрицательных оригиналов 

Пусть функция ( )y f x=  задана на неотрицательной полуоси 0x ≥ . 
Интегралом порядка ν  от функции ( )y f x=  называют оператор вида [7]: 

( )
1

1

0

( ( ) .1 )xI f f x d
ν

ν ν−= ξ− ξ ξ
Γ ν   

По рассмотренной выше схеме получаем, что функция ( ) x I f−ν νΓ ν  – 
логарифмически выпуклая по параметру ν . 

Пример 4. Пусть ( ) xf x e−= , тогда на основании интегрального пред-
ставления функции Миттаг-Леффлера ( )1 , 1E z μ +  из [5] 

( ) ( ) ( )1 1
1 0

1, 1 1 zE z e dμ− εμ + = − ε ε
Γ μ   

заключаем, что функция ( ) ( )1 , 1E zΓ μ μ + − логарифмически выпуклая по μ . 

4. Информационное расстояние для интегрального  
преобразования Вейерштрасса от неотрицательных оригиналов 

В математике преобразование Вейерштрасса [2] функции :    f R R→ , 
представляет собой «сглаженную» версию ( ) ,f x  полученную путем усред-
нения значений f, взвешенных с гауссовым центром в точке x. В частности, 
это функция ( ) ,F λ  определяемая по формуле 

2 /4( )1( ) ( )  .
2

F f e d
∞ − θ−ξ
−∞

θ = ξ ξ
π   

Теорема 4. Для неотрицательной функции ( )f x  на действительной оси 
функция  

2 /42 ( )F eθπ θ −  

логарифмически выпуклая переменной θ . 
Доказательство. Рассмотрим плотность распределения: 

2 4( ) /1 ( )
2( , ) ,

( )

e f
p

F

− θ−ξ ξ
πξ θ =

θ
 

тогда выполнено условие 
2 2

2
/4

4 ( )2 ( ) .
( , )

e fF e
p

θ θξ ξ ξπ θ =
ξ θ
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Далее рассуждения проводим по образцу теоремы 2. 
Следствие 3. Если неотрицательная функция представлена рядом по 

полиномам Эрмита [8]: 

0
( ,) ,

2n n
n

f x a H x x R
∞

=

  ∈ 


=


  

то ряд Маклорена вида 

0
( ) n

n
n

F a
∞

=
θ = θ  

сходится для всех Rθ∈ , а функция 

2

4 ( )e F
θ

θ − логарифмически выпуклая. 
Доказательство. На основе формулы из [8]: 

,
2

n
n

xW H x   =    
 

получим равенство ( ) ( ).W f x F x  =   

5. Информационное расстояние для интеграла Пуассона  
от неотрицательных оригиналов 

Пусть для неотрицательной функции ( ),f x  ,x R∈  а функция ( , )u t x  – 
решение соответствующей задачи Коши для уравнения теплопроводности: 

( ) ( )
,0 ,

0, , .
t xxu u t T

u x f x x R
′ ′′= < ≤

 = ∈
 

Известно, что справедлива формула Пуассона 

( )
( )

( )
2

41, .
2 n

x
t

R

u t x e f d
t

−ξ

= ξ ξ
π   

Определим новые параметры: 

0
1,
42

x
tt

θ = θ = . 

По представленной выше схеме мы получим, что функция  

( )
00 0

2 1exp ,
4

u
 π θ
  θθ θ 

θ  –  

логарифмически выпуклая в новых переменных 0,θ θ . 

Пример 5. Пусть ( ) ,nf x x=  n – четное, тогда решение задачи Коши 
выражается через полиномы Эрмита [8] по формуле 
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2( )
41( , ) ( 2 ) .

2 4

x y
n ntn

xu x t i t H e y dy
i t t

−−+∞

−∞
 = =  π    

Тогда получим, что функция  

( )2 2
0 1 13

22 0

2 2exp

2

n
n

n
v i H

i
 π= θ + θ θ −  
 

θ

 

логарифмически выпуклая переменных 0 1,θ θ . Заметим, что функция v  дей-
ствительнозначная, а постоянный множитель можно игнорировать. 

Заключение 
Найдены формулы для информационной матрицы важных рандомизи-

рованных распределений. Использование рандомизированных плотностей 
позволило установить новые свойства преобразований Лапласа и Меллина, 
предложить новое доказательство логарифмической выпуклости гамма- 
функции и установить логарифмическую выпуклость бесселевых функций 
мнимого аргумента.  

Можно предположить, что предложенные методы будут полезны в тео-
рии гипергеометрических функций, в теории интегральных преобразований  
с неотрицательными ядрами, а также в теории уравнений в частных произ-
водных.  

Выражение для информационной матрицы, полученное в работе, от-
крывает возможность применения методов информационной геометрии  
в теории интегральных преобразований и, обратно, открывается возможность 
применения методов теории интегральных преобразований в математической 
статистике [9, 10].  
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О. Э. Яремко, Н. Н. Яремко, Е. С. Могилева  

КРАТНЫЕ РЯДЫ ФУРЬЕ И ИНТЕГРАЛЫ ФУРЬЕ  
С НЕРАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ ПЕРЕМЕННЫМИ 

1 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Интегральные преобразования функций нескольких 

переменных – активно развивающееся направление математического анализа. 
Многочисленные применения метода интегральных преобразований для ре-
шения уравнений математической физики при обработке сигналов в технике 
требуют совершенствования теоретического аппарата интегральных преобра-
зований. В статье предлагается отступить от концепции симметричных инте-
гральных преобразований, т.е. таких, в которых обратное преобразование име-
ет эрмитово сопряженное ядро к ядру прямого преобразования. В статье 
найдено разложение функции двух переменных для интеграла Фурье с груп-
пировкой гармоник по спектрам на концентрических окружностях. Аналогич-
ная идея реализована в статье для теории кратных рядов Фурье, когда частоты 
гармоник группируются по границе квадрата или ромба.  

Материалы и методы. Представлен вывод интегральных преобразований  
с неразделенными переменными на основе теоремы разложения. При этом вы-
числение интегралов по спектральным параметрам осуществляется переходом 
к полярной системе координат или к ее обобщению. В таком случае интеграл 
по многообразию размерности (n – 1) удается вычислить аналитически. Таким 
образом, в формуле обращения остается один интеграл по полярной оси. 

Результаты. Сконструированы формулы обращения кратного интеграла 
Фурье. Их особенность состоит в том, что интегрирование ведется по поляр-
ной оси, тогда как в классической формуле обращения интегрирование ведет-
ся по многообразию размерности n. Аналогично, в теории кратных рядов 
Фурье получено разложение в ряд, в котором гармоники сгруппированы опре-
деленным образом и затем просуммированы в замкнутом виде. В статье пред-
ложены различные способы группировки гармонических компонент кратного 
ряда Фурье, что позволило получить новые формулы обращения.  

Выводы. Доказаны новые формулы обращения кратного ряда Фурье и 
кратного интеграла Фурье; эти формулы могут быть использованы при выводе 
дискретных аналогов кратных интегралов Фурье с целью их применения при 
обработке 2D- и 3D-сигналов.  

Ключевые слова: кратные интегралы Фурье, кратные ряды Фурье, форму-
ла разложения.  
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MULTIPLE FOURIER SERIES AND FOURIER  
INTEGRALS WITH NON-SEPARABLE VARIABLES 

 
                                                           

1 © Яремко О. Э., Яремко Н. Н., Могилева Е. С., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной лицен-
зии Creative Commons Attribution 4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), ко-
торая дает разрешение на неограниченное использование, копирование на любые носители при условии 
указания авторства, источника и ссылки на лицензию Creative Commons, а также изменений, если таковые 
имеют место. 



№ 2 (54), 2020                                 Физико-математические науки. Математика  

Physical and mathematical sciences. Mathematics 25

Abstract. 
Background. Integral transforms for functions of several variables are an active-

ly developing area of mathematical analysis. Numerous applications in integral 
transforms method for solving equations of mathematical physics, in signal pro-
cessing of engineering require improvement of the theoretical apparatus of integral 
transforms. The article proposes to depart from the concept of symmetric integral 
transforms, the inverse transform of which has a Hermitian conjugate kernel to the 
kernel of the direct transform. In this paper, we find a decomposition of a function 
of two variables for the Fourier integral with a grouping of harmonics by spectra on 
concentric circles. A similar idea is implemented in the article for the theory of mul-
tiple Fourier series, when the harmonic frequencies are grouped along the border of 
a square or rhombus. 

Materials and methods. The paper presents the proof of integral transforms with 
non-separable variables based on the decomposition theorem. In this case, the calcu-
lation of integrals with respect to spectral parameters is carried out by carried out to 
the polar coordinate system or to its generalization. In this case, the integral of  
(n – 1)-dimension can be calculated analytically and it leaves one integral on the po-
lar axis in the reversal formula. 

Results. Formulas for inversion of the multiple Fourier integral are constructed. 
Their peculiarity is that integration is carried out along the polar axis, whereas in the 
classical inversion formula integration is carried out along n- dimensions manifold. 
Similarly, in the theory of multiple Fourier series, a series expansion is obtained in 
harmonics are grouped in a certain way and then summed in a closed form. The arti-
cle suggests various ways of grouping the harmonic components of a multiple Fou-
rier series, which allowed us to obtain new formulas for inversion. 

Conclusions. New inversion formulas for the multiple Fourier series and the 
multiple Fourier integrals are proved. These formulas can be used in the obtaining 
of discrete analogs of multiple Fourier integrals for the purpose of their application 
in the processing of 2D- and 3D-signals. 

Keywords: multiple Fourier integrals, multiple Fourier series, decomposition 
formula. 

Введение 

Для функции двух переменных ( ),z f x y=  c областью определения  
2R  справедлива формула разложения 

( ) 1 11 2 2
1,

4
ik xf x x e

∞ ∞

−∞−∞

= ×
π    

 ( )2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2, .ik x ik ike e e f d d dk dk
∞ ∞

− ξ − ξ

−∞−∞

 
 × ξ ξ ξ ξ
 
 
    (1) 

На основании формулы разложения (1) можно определить прямое пре-
образование Фурье по формулам: 

– прямое: 

 
( ) ( )1 1 2 21 2 1 2 1 2, , ;ik ikk k e e f d d

∞ ∞
− ξ − ξ

−∞−∞

Φ = ξ ξ ξ ξ    (2) 
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– обратное: 

 
( ) ( )1 1 2 21 2 1 2 1 22

1, , .
4

ik x ik xf x x e e k k dk dk
∞ ∞

−∞−∞

= Φ
π     (3) 

Обоснование формул можно найти в современных обзорах по кратным 
интегралам и рядам Фурье [1–3]. Многочисленные применения интегралов и 
рядов Фурье находим в [4, 5].  

1. Разложение функции двух переменных с группировкой  
гармоник по спектрам на концентрических окружностях 

Перейдем к полярной системе координат в формуле разложения (1): 

[ ) [ ]1 2cos , sin , 0, , ,k r k r r= ϕ = ϕ ∈ ∞ ϕ∈ −π π . 

Рассмотрим правую часть формулы (1): 

( )1 1 2 2 1 1 2 2

2
1 2 1 2 1 22

1 , .
4

ik x ik x ik ik

R

e e e e f d d dk dk
∞ ∞

− ξ − ξ

−∞−∞

 
 ξ ξ ξ ξ
 π  

    

Перейдем к полярной системе координат 1 2dk dk rdrd= ϕ . Значит,  

( )1 1 2 2 1 1 2 2

2
1 2 1 2 1 22

1 ,
4

ik x ik x ik ik

R

e e e e f d d dk dk

++

∞ ∞
− ξ − ξ

−∞−∞

 
 ξ ξ ξ ξ =
 π  

    

( )1 2 1 2cos sin cos sin
1 2 1 22

0

1 , .
4

ir x ir x ir ire e e e f d d rdrd
∞ π ∞ ∞

ϕ ϕ − ξ ϕ − ξ ϕ

−π −∞−∞

 
 = ξ ξ ξ ξ ϕ
 π  

     

Положим также  

[ ) [ ]1 1 2 2cos , sin , 0, , ,x x− ξ = ρ ψ − ξ = ρ ψ ρ∈ ∞ ψ∈ −π π , 

 ( ) ( )2 2
1 1 2 2 .x xρ = − ξ + − ξ  

Считая возможным перестановку интегралов, получим 

( )cos cos sin sin
1 2 1 22

0

1 ,
4

ir irr e e d f d d dr
∞ ∞ ∞ π

ρ ϕ ψ ϕ ψ

−∞−∞ −π

 
 ϕ ξ ξ ξ ξ =
 π  

     

( )cos( )
1 2 1 22

0

1 , .
4

irr e d f d d dr
∞ ∞ ∞ π

ρ ϕ−ψ

−∞−∞−π

= ϕ ξ ξ ξ ξ
π      

Заметим, что формула для функции Бесселя нулевого порядка [5] поз-
воляет переписать внутренний интеграл в виде 
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( )
3 /2

cos( ) cos sin
0

/2

2 .ir ir ire d e d e d J r
π π π

ρ ϕ−ψ ρ σ ρ σ

−π −π −π

ϕ = σ = σ = π ρ    

В итоге установим теорему разложения: 

 
( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 0 1 1 2 2 1 2 1 2
0

1, , .
2

f x x J r x x f d d dr
∞ ∞ ∞

−∞−∞

 = − ξ + − ξ ξ ξ ξ ξ π       (4) 

Формула (4) представляет разложение функции двух переменных по 
сферически средним [6, 7]. На основании формулы (4) прямое преобразова-
ние Фурье с неразделенными переменными определим формулой 

 
( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 0 1 1 2 2 1 2 1 2, , , .F r x x J r x x f d d
∞ ∞

−∞−∞

 = − ξ + − ξ ξ ξ ξ ξ 
     (5) 

Тогда формула обращения имеет вид 

( ) ( )1 2 1 2
0

1, , , .
2

f x x F r x x dr
∞

=
π   

Иной способ вывода формул (4), (5) предложен одним из авторов в ра-
боте [8]. Похожий подход в изучении кратных интегралов и рядов Фурье 
применялся в работах [9–11]. 

2. Формула обращения интеграла Фурье с группировкой  
гармоник по спектрам на гомотетичных ромбах 

С помощью прямых ,y x y x= = − разобьем область интегрирования на 

четыре части 2 2 2 2 2
1 2 2 4R R R R R= ∪ ∪ ∪ : 2

1R  – область, содержащая точку 

( )1,0 ; 2
2R  – область, содержащая точку ( )0,1 ; 2

3R  – область, содержащая 

точку ( )1,0− ; 2
4R  – область, содержащая точку ( )0, 1− .  

В каждом из возникших четырех интегралов выполним замену пере-
менных: 

( )1 21 ,k r k r= − τ = τ . 

Для примера возьмем область 2R++ . Рассмотрим интеграл 

( )1 1 2 2 1 1 2 2

2
1 2 1 2 1 22

1 , .
4

ik x ik x ik ik

R

e e e e f d d dk dk

++

∞ ∞
− ξ − ξ

−∞−∞

 
 ξ ξ ξ ξ
 π  

    

Тогда 1 2dk dk rdrd= τ  и, значит,  

( )1 1 2 2 1 1 2 2

2
1 2 1 2 1 22

1 ,
4

ik x ik x ik ik

R

e e e e f d d dk dk

++

∞ ∞
− ξ − ξ

−∞−∞

 
 ξ ξ ξ ξ =
 π  

    
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( ) ( ) ( )1 12 2
1

1 1
1 2 1 22

0 0

1 , .
4

ir x irir x ire e e e f d d rdrd
∞ ∞ ∞

−τ − −τ ξτ − τξ

−∞−∞

 
 = ξ ξ ξ ξ τ
 π  

     

Считая возможным перестановку интегралов, получим 

( ) ( )1 1 2 2
1

1 ( ) ( )
1 2 1 22

0 0

1 ,
4

ir x ir xr e e d f d d dr
∞ ∞ ∞

−τ −ξ τ −ξ

−∞−∞

 
 τ ξ ξ ξ ξ =
 π  

     

( ) ( )
2 2 1 1( ) ( )

1 2 1 22 2 2 1 10

1 , .
( ) ( )4

ir x ir xe er f d d dr
ir x x

∞ ∞ ∞ −ξ −ξ

−∞−∞

−= ξ ξ ξ ξ
− ξ − − ξπ     

Аналогично вычисляются другие три интеграла. Как итог, получаем 
теорему разложения по гармоникам, группированным на границе ромба: 

( ) ( ) ( )
2 2 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 10

1,
( ) ( ) ( ) ( )4

ir x ir x ir x ir xe e e ef x x
i x x ir x x

∞ ∞ ∞ −ξ −ξ − −ξ −ξ

−∞−∞

 − −= + + − ξ − − ξ − − ξ − − ξπ 
    

( ) ( ) ( )
2 2 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2
2 2 1 1 2 2 1 1

, .
( ) ( ) ( ) ( )

ir x ir x ir x ir xe e e e f d d dr
ir x x ir x x

−ξ − −ξ − −ξ − −ξ − −+ + ξ ξ ξ ξ− ξ + − ξ − − ξ + − ξ 
 

Переход к действительной части дает теорему разложения: 

( )
2

2 2 1 1
1 2 2 2 2 1 10

sin ( ) sin ( )1,
( ) ( )2 R

r x r xf x x
x x

∞  − ξ − − ξ= + − ξ − − ξπ 
 

 

( )2 2 1 1
1 2 1 2

2 2 1 1

sin ( ) sin ( ) , .
( ) ( )

r x r x f d d dr
x x

− ξ + − ξ+ ξ ξ ξ ξ− ξ + − ξ 
 

Прямое преобразование Фурье определим формулой: 

( )
2

2 2 1 1
1 2

2 2 1 1

sin ( ) sin ( ), ,
( ) ( )

R

r x r xF r x x
x x

 − ξ − − ξ= + − ξ − − ξ
  

( )2 2 1 1
1 2 1 2

2 2 1 1

sin ( ) sin ( ) , .
( ) ( )

r x r x f d d
x x

− ξ + − ξ+ ξ ξ ξ ξ− ξ + − ξ 
  

Тогда формула обращения имеет вид 

( ) ( )1 2 1 22
0

1, , ,
2

f x x F r x x dr
∞

=
π  . 

Замечание. Будем предполагать, что спектральная функция из форму-
лы (2) имеет вид ( ) ( )1 2 1 2, .k k f k kΦ = +  Это значит, что спектральная функ-

ция постоянна на границе ромба 1 2 .k k r+ =  Тогда в интегральном разложе-
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нии возможно разделение переменных. Для доказательства нужно повторить 
проведенные выше рассуждения. В итоге получим новую формулу обраще-
ния двойного интеграла Фурье: 

( ) ( )2 1 2 1
1 2 2 2 1 2 10

sin sin sin sin1,
2

rx rx rx rxf x x f r dr
x x x x

∞ − += + − +π  
  , 

где ( ) ( )1 2 1 2,k k f k kΦ = + . 

3. Формула обращения интеграла Фурье с группировкой  
гармоник по спектрам на гомотетичных квадратах 

С помощью прямых , , ,x r x r y r y r= = − = = −  разобьем область инте-

грирования на четыре части 2 2 2 2 2R R R R R++ +− −+ −−= ∪ ∪ ∪ . Здесь, например, 
2R++ − отрезок прямой x r= . В каждом из четырех интегралов выполним за-

мену переменных  

[ ]1 2, , 1,1k r k r= ± = ± τ τ∈ − , 

где знаки выбираются в соответствии с обозначением стороны квадрата. Для 
области 2R++  рассмотрим правую часть формулы разложения (1): 

( )1 1 2 2 1 1 2 2

2
1

1 2 1 2 1 22
1 , .

4
ik x ik x ik ik

R

e e e e f d d dk dk
∞ ∞

− ξ − ξ

−∞−∞

 
 ξ ξ ξ ξ
 π  

    

Тогда формула замены в двойном интеграле дает равенство 
1 2dk dk rdrd= τ , значит,  

( )1 1 2 2 1 1 2 2

2
1 2 1 2 1 22

1 ,
4

ik x ik x ik ik

R

e e e e f d d dk dk

++

∞ ∞
− ξ − ξ

−∞−∞

 
 ξ ξ ξ ξ =
 π  

    

( )1 2 1 2
1

1 2 1 22
0 1

1 , .
4

irx ir x ir ire e e e f d d rdrd
∞ ∞ ∞

τ − ξ − τξ

− −∞−∞

 
 = ξ ξ ξ ξ τ
 π  

     

Считая возможным перестановку интегралов, получим 

( )1 1 2 2
1

( ) ( )
1 2 1 22

0 1

1 ,
4

ir x ir xr e e d f d d dr
∞ ∞ ∞

−ξ τ −ξ

−∞−∞ −

 
 τ ξ ξ ξ ξ =
 π  

     

( ) ( )
2 2 2 2

1 1
( ) ( )

( )
1 2 1 22 2 20

1 , .
4

ir x ir x
ir x e er e f d d dr

ir x

∞ ∞ ∞ −ξ − −ξ
−ξ

−∞−∞

−= ξ ξ ξ ξ
− ξπ     

Аналогично вычисляются оставшиеся три интеграла. Как итог, имеем 
формулу обращения: 
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( ) ( )
2 2 2 2

1 1
( ) ( )

( )
1 2 2 2 20

1,
4

ir x ir x
ir x e ef x x e

ir x

∞ ∞ ∞ −ξ − −ξ
−ξ

−∞−∞

 −= + − ξπ 
    

( ) ( )
2 2 2 2 1 1 1 1

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 1 1

ir x ir x ir x ir x
ir x ir xe e e ee e

ir x ir x

−ξ − −ξ −ξ − −ξ
− −ξ −ξ− −+ + +

− ξ − ξ
 

( ) ( )
1 1 1 1

2 2
( ) ( )

( )
1 2 1 2

1 1
, .

ir x ir x
ir x e ee f d d dr

ir x

−ξ − −ξ
−ξ −+ ξ ξ ξ ξ− ξ 

 

Переход к действительной части дает итоговую формулу: 

( ) 2 2 1 1
1 2 1 1 2 22 2 2 1 10

sin ( ) sin ( )1, cos ( ) cos ( )
( ) ( )
r x r xf x x r x r x
x x

∞ ∞ ∞

−∞−∞

 − ξ − ξ= −ξ + −ξ × − ξ − ξπ  
    

( )1 2 1 2,f d d dr× ξ ξ ξ ξ . 

Примем обозначение 

( ) 2 2
1 2 1 1

2 2

sin ( ), , cos ( )
( )
r xF r x x r x
x

∞ ∞

−∞−∞

 − ξ= − ξ + − ξ
   

( )1 1
2 2 1 2 1 2

1 1

sin ( )cos ( ) , .
( )
r xr x f d d
x

− ξ+ − ξ ξ ξ ξ ξ− ξ 
 

Тогда формула обращения двойного преобразования Фурье преобразу-
ется к виду 

( ) ( )1 2 1 22
0

1, , , .f x x F r x x dr
∞

=
π   

Замечание. Если спектральная функция имеет вид ( ) ( )1 2, ,k k f kΦ = 
 

{ }1 2max ,k k k= , т.е. спектральная функция постоянна на границе квадрата 

k r= , то в интегральном разложении возможно разделение переменных. 
Для вывода формул повторим рассуждения, проведенные выше. В итоге по-
лучим формулу обращения 

( ) ( )2 1
1 2 1 22 2 10

sin sin1, cos cos ,rx rxf x x rx rx f r dr
x x

∞ 
= + 
π  
   

где  

( ) ( ) ( )1 1 2 21 2 1 2 1 2, , .ik ikk k f k e e f d d
∞ ∞

− ξ − ξ

−∞−∞

Φ ≡ = ξ ξ ξ ξ   
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4. Кратные ряды Фурье с группировкой гармоник  
по спектрам на гомотетичных ромбах 

Пусть функция ( )1 2,y f x x=  определена в квадрате ( ) [ ]1 2, ,x x ∈ −π π ×  

[ ],× −π π  и ее разложение в двойной ряд Фурье имеет вид 

( ) 1 1 2 2
1 2

1 2

1 2 ,, ,ik x ik x
k k

k k
f x x e e f

∞ ∞

=−∞ =−∞
=    

где 
1 2,k kf  – коэффициенты ряда Фурье: 

( )1 1 2 2
1 2, 1 2 1 22

1 , .
4

ik ik
k kf e e f d d

π π ξ ξ
−π −π

= ξ ξ ξ ξ
π    

Перепишем формулу обращения в следующем виде: 

( ) ( )1 1 1 2 2 2

1 2

( ) ( )
1 2 1 2 1 22

0 0

1, , .
4

ik x ik x

l l k k l
f x x e e f d d

∞ ∞π π −ξ −ξ
−π −π

= = + =
= ξ ξ ξ ξ
π
     

Сгруппируем частоты по границе ромба 1 2k k l+ = , тогда 

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )ik x ik x in x in x

k k l n n l
e e e e− −ξ − −ξ − −ξ − −ξ

+ = + =
= +   

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )in x in x in x in x

n n l n n l
e e e e− −ξ −ξ −ξ − −ξ

+ = + =
+ + +   

1 1 1 2 2 2 1 1 1 1

1 2

( ) ( ) ( ) ( )in x in x il x il x

n n l
e e e e−ξ −ξ − −ξ −ξ

+ =
+ − − −  

2 2 2 2( ) ( )
1 2; 1, , 0,1,2,...il x ikl xe e l n n− −ξ −ξ− − ≥ =  

Применим формулу для конечной геометрической прогрессии и в итоге 
получим  

( ) ( )1 1 2 2
1 1 1 2 2 2

1 1 2 2
1 2

1 ( ) 1 ( )
( ) ( )

( ) ( )

i l x i l x
ik x ik x

i x i x
k k l

e ee e
e e

− + −ξ − + −ξ
− −ξ − −ξ

− −ξ − −ξ
+ =

−= +
−

  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

i l x i l x i l x i l x

i x i x i x i x
e e e e

e e e e

− + −ξ + −ξ + −ξ − + −ξ

− −ξ − −ξ −ξ − −ξ
− −+ + +
− −

 

( ) ( )1 1 2 2

1 1 2 2

1 ( ) 1 ( )

1 1 2 2 1 2( ) ( ) 2cos ( ) 2cos ( ); , 0,1,2,...
i l x i l x

i x i x
e e l x l x n n

e e

+ −ξ + −ξ

− −ξ − −ξ
−+ − − ξ − − ξ =
−
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Упрощая, получим 

( ) ( )1 1 2 2
1 1 1 2 2 2

1 1 2 2
1 2

1 ( ) 1 ( )
( ) ( )

( ) ( )2Re
i l x i l x

ik x ik x
i x i x

k k l

e ee e
e e

− + −ξ − + −ξ
− −ξ − −ξ

− −ξ − −ξ
+ =

−= +
−

  

( ) ( )1 1 2 2

1 1 2 2

1 ( ) 1 ( )

1 1 2 2( ) ( )2Re 2cos ( ) 2cos ( );
i l x i l x

i x i x
e e l x l x

e e

− + −ξ + −ξ

− −ξ − −ξ
−+ − −ξ − − ξ
−

 

1 2, 0,1,2,...n n =  

Вычислим действительные части в полученной формуле: 

1 1 1 2 2 2

1 2

( ) ( ) 1 1 2 2( ) ( )2cos
2

ik x ik x

k k l

x xe e− −ξ − −ξ

+ =

− ξ + − ξ= ×  

( ) 1 1 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( )sin 1 ( ) ( )2 2cos( ) ( ) 2sin
2

x xl x x
x x

− ξ − − ξ+ − ξ − − ξ× + ×− ξ − − ξ
 

( ) 1 1 2 2

1 1 2 2
1 1 2 2

( ) ( )sin 1
2 2cos ( ) 2cos ( )( ) ( )sin

2

x xl
l x l xx x

− ξ + − ξ+
× − − ξ − − ξ− ξ + − ξ . 

Примем обозначение 

( ) 1 1 2 2
1 1 2 2

( ) ( ), , 2cos
2

x xG l x x − ξ + − ξ− ξ − ξ = ×

 ( ) 1 1 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( )sin 1 ( ) ( )2 2cos( ) ( ) 2sin
2

x xl x x
x x

− ξ − − ξ+ − ξ − − ξ× + ×− ξ − − ξ
 

( ) 1 1 2 2

1 1 2 2
1 1 2 2

( ) ( )sin 1
2 2cos ( ) 2cos ( ) 1.( ) ( )sin

2

x xl
l x l xx x

− ξ + − ξ+
× − − ξ − − ξ +− ξ + − ξ

 

Тогда получим интегральное представления для ( )1 2,f x x : 

( ) ( )1 2 1 2
0

, , ,l
l

f x x f x x
∞

=
=  

где 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 22
1, , , , .

4
lf x x G l x x f d d

π π

−π −π
= − ξ − ξ ξ ξ ξ ξ
π    
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В итоге получено разложение функции ( )1 2,y f x x=  в ряд Фурье с не-
разделенными переменными. В таком ряде частоты группируются по границе 
ромба 1 2k k l+ = . 

Замечание. Пусть коэффициенты Фурье 
1 2 1 2,k k k kf f +=   постоянны на 

границе ромба 1 2k k l+ = , тогда переменные в ряде Фурье разделяются: 
справедлива формула разложения: 

( ) ( )1 2 1 2
0

, , , ,l
l

f x x G l x x f
∞

=
=   

в которой коэффициенты вычисляются по формуле 

( )1 1 2 2 1 2 1 22
1 , .

4
ik ik

lf e e f d d
π π ξ ξ
−π −π

= ξ ξ ξ ξ
π    

5. Кратные ряды Фурье с группировкой гармоник  
по спектрам на гомотетичных квадратах 

Перепишем формулу для кратного ряда Фурье в виде 

( ) ( )1 1 1 2 2 2( ) ( )
1 2 1 2 1 2

0 0

1, , ,
2

ik x ik x

l l k l
f x x e e f d d

∞ ∞π π −ξ −ξ
−π −π

= = =
= ξ ξ ξ ξ
π     

{ }1 2max , .k k k=  

Вычислим внутреннюю сумму 

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2

2

1
( ) ( ) ( ) ( )

l
ik x ik x il x ik x

k l k l
e e e e

−
− −ξ − −ξ − −ξ − −ξ

= =−
= +   

1 1 2 2 2 1 1 1 2 2

2 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

l l
il x ik x ik x il x

k l k l
e e e e

− −
−ξ − −ξ − −ξ −ξ

=− =−
+ + +   

1 1 1 2 2

1

1
( ) ( ) ; 1.

l
ik x il x

k l
e e l

−
−ξ −ξ

=
+ ≥  

Применим формулу для конечной геометрической прогрессии: 

1 1 1 2 2 2( ) ( )ik x ik x

k l
e e− −ξ − −ξ

=
=  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2

( ) ( )

1 1

il x il x il x il x
il x il x

i x i x
e e e ee e

e e

−ξ − −ξ − −ξ −ξ
− −ξ −ξ

− −ξ −ξ
− −= + +

− −
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

( ) ( ) .
1 1

il x il x il x il x
il x il x

i x i x
e e e ee e

e e

−ξ − −ξ − −ξ −ξ
− −ξ −ξ

− −ξ −ξ
− −+ +

− −
 

Упрощая, получим 

( ) ( )
( )

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 1

2 2

( ) ( ) ( )Re
1

il x il x
ik x ik x il x

i x
k l

e ee e e
e

−ξ − −ξ
− −ξ − −ξ − −ξ

− −ξ
=

 − = +
 − 

  

( ) ( )
( )

1 1 1 1
2 2

1 1

( )Re .
1

il x il x
il x

i x
e ee

e

−ξ − −ξ
− −ξ

− −ξ

 − +
 − 

 

Вычислим действительные части в полученной формуле, тогда 

( )
1 1 1 2 2 2

1 1
2 2

( ) ( )
1 1

1 1

cos
2sin ( )

sin
2

ik x ik x

k l

xl x
e e l x x
− −ξ − −ξ

=

− ξ − ξ + 
 = − ξ +− ξ  

( ) 2 2
1 1

2 2
2 2

cos
2sin ( ) .

sin
2

xl x
l x x

− ξ − ξ + 
 + − ξ − ξ

 

Примем обозначение 

( )
( ) 1 1

2 2
1 1 2 2 1 1

1 1

cos
2, , sin ( )

sin
2

xl x
G l x x l x x

− ξ − ξ + 
 − ξ − ξ = − ξ +− ξ

 

( ) 2 2
1 1

2 2
2 2

cos
2sin ( ) .

sin
2

xl x
l x x

− ξ − ξ + 
 + − ξ − ξ

 

Тогда получим разложение функции ( )1 2,y f x x=  в ряд Фурье с часто-
тами, группированными по границе квадрата 

( ) ( ) ( )1 2 0 1 2 1 2
1

, , , .l
l

f x x f x x f x x
∞

=
= +  

При этом члены ряда вычисляются по формулам 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 22
1, , , , ,

4
lf x x G l x x f d d

π π

−π −π
= − ξ − ξ ξ ξ ξ ξ
π  

 ( ) ( )0 1 2 1 2 1 22
1, , .

4
f x x f d d

π π

−π −π
= ξ ξ ξ ξ
π    
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В итоге получено разложение функции ( )1 2,y f x x=  в ряд Фурье с не-
разделенными переменными. В таком ряде частоты группируются по границе 
квадрата .k l=  

Замечание. Пусть коэффициенты Фурье 
1 2,k k kf f=   постоянны на 

границе квадрата k l= , тогда переменные в ряде Фурье разделяются, т.е. 
разложение ведется по гармоникам с частотами, группированными по сторо-
нам квадрата  

( ) ( )1 2 1 2
0

, , , l
l

f x x G l x x f
∞

=
=    

с коэффициентами, вычисляемыми по обычным формулам: 

( )1 1 2 2 1 2 1 22
1 , .

4
ik ik

lf e e f d d
π π ξ ξ
−π −π

= ξ ξ ξ ξ
π    
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Л. А. Жидова 

ОБ ОСОБЫХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ КЛЕРО В ТЕОРИИ  
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

И УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
1 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Для обыкновенного дифференциального уравнения 

Клеро нахождение общего решения не представляет особого труда и подробно 
описано в теории обыкновенных дифференциальных уравнений. Кроме обще-
го решения, представляющего собой семейство линейных функций, для обык-
новенного дифференциального уравнения Клеро могут существовать особые 
(сингулярные) решения, для нахождения которых не существует общих мето-
дов. В особенности это касается уравнений Клеро в частных производных.  
О чем свидетельствует весьма скудный перечень в доступной научной литера-
туре типов уравнений Клеро, для которых особые решения могут быть явно 
построены. В этом случае представляется актуальной задача писка особых 
решений уравнений Клеро. Целью данной работы является поиск и исследова-
ние особых решений уравнений Клеро в теории обыкновенных дифференци-
альных уравнений и уравнений в частных производных, а также установление 
связи между особыми решениями уравнения Клеро в теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных. 

Результаты. Приведены основные понятия и решение уравнений Клеро  
в теории обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в частных 
производных. Кроме того, выдвинуто предположение о наличии связи между 
сингулярными решениями уравнения Клеро в теории обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений и уравнений в частых производных. 

Выводы. Представлено, что в классе специальных зависимостей правых ча-
стей уравнения Клеро в теории уравнений в частных производных существует 
связь с особыми решениями уравнений Клеро в теории обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. Число таких решений определяется числом извест-
ных особых решений уравнения Клеро в теории обыкновенных дифференци-
альных уравнений и их всевозможными комбинациями. 

Ключевые слова: обыкновенные дифференциальные уравнения, дифферен-
циальные уравнения в частных производных, уравнения Клеро, особые решения. 

 
L. A. Zhidova 

ON SINGULAR SOLUTIONS OF CLAIRAUT EQUATIONS  
IN THE THEORY OF ORDINARY DIFFERENTIAL  

AND PARTIAL DERIVATIVE EQUATIONS 
 
Abstract. 
Background. There is no problem in finding a general solution to the ordinary 

differential Clairaut equation. The corresponding procedure is described in details in 

                                                           
1 © Жидова Л. А., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной лицензии Creative Commons 
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the theory of ordinary differential equations. Except of general solution being the 
family of linear functions, special (singular) solutions for the ordinary differential 
Clairaut equation may exist for which are no general methods to find them. This is 
evidenced by a very meager list in the accessible scientific literature of the types of 
Clairaut equations for which special solutions can be explicitly constructed. There-
fore, it seems as an actual task finding and studies special solutions to the Clairaut 
equations. Goal of the present paper is finding and studies of special solutions to the 
Clairaut equations in the theory of ordinary differential equations and of partial dif-
ferential equations and setting relations among special solutions to the Clairaut 
equation in the theory of ordinary differential equations and of partial differential 
equations. 

Results. We discuss basic concepts and solutions to the Clairaut equations in the 
theory of ordinary differential equations and of partial differential equations. We 
find relations between singular solutions to the Clairaut equations in the theory of 
ordinary differential equations and of partial differential equations. 

Conclusions. It is proved that there exists the relation between singular solu-
tions to the Clairaut equations in the theory of ordinary differential equations and 
of partial differential equations in the class of special dependences of right hand 
side of the Clairaut in the theory of partial differential equations. The number  
of such relations is defined by the number of known special solutions to the 
Clairaut equations in the theory of ordinary differential equations and all their 
possible combinations. 

Keywords: ordinary differential equations, partial derivative equations, Clairaut 
equations, singular solutions. 

Введение 
Предлагаемая статья посвящена изучению дифференциальных уравне-

ний Клеро в теории обыкновенных дифференциальных уравнений и уравне-
ний в частных производных и поиску их особых решений. Что касается опи-
сания общего решения уравнения Клеро, то здесь нет никаких принципиаль-
ных проблем – оно всегда описывается в терминах семейства линейных 
функций. Однако большой интерес представляют так называемые особые 
(сингулярные) решения, для нахождения которых не существует общих ме-
тодов, и поиск таких решений всегда представляет собой некую изобрета-
тельность, поэтому привлекает внимание многих исследователей. Поиск осо-
бых решений для различного вида функций остается актуальной задачей, по-
скольку имеет большое практическое значение, в частности в квантовой тео-
рии калибровочных полей. Нами приведены основные понятия и решение 
уравнений Клеро в теории обыкновенных дифференциальных уравнений и 
уравнений в частных производных. Кроме того, высказано предположение  
о наличии связи между сингулярными решениями уравнения Клеро в теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в частых произ-
водных, представлено подтверждение этого предположения, а именно в клас-
се специальных зависимостей правых частей уравнения Клеро в теории урав-
нений в частных производных существует связь с особыми решениями урав-
нений Клеро в теории обыкновенных дифференциальных уравнений. 

1. Обыкновенные дифференциальные уравнения Клеро 
В теории обыкновенных дифференциальных уравнений уравнение  

Клеро 
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 ( )y y x y′ ′− = ψ   (1) 

принадлежит к классу уравнений первого порядка, не разрешенных относи-
тельно производной. Здесь ( )y y x=  − неизвестная функция вещественной 
переменной x ; ( )zψ  представляет заданную функцию вещественной пере-
менной z . Хорошо известно, что общее решение уравнения (1) представляет 
собой семейство линейных функций 

 ( )y Cx C= + ψ ,  (2) 

где C − произвольная вещественная константа. 
Однако особый интерес в теории уравнений Клеро представляют осо-

бые (сингулярные) решения. Они возникают в тех случаях, когда уравнение 

 ( ) 0x z′+ ψ =   (3) 

имеет вещественное решение, выражающее переменную z  как функцию пе-
ременной x .  

Тогда уравнение 

 ( ) ( )( )y xz x z x= + ψ   (4) 

представляет собой особое, или сингулярное, решение уравнения Клеро (1). 
Для их нахождения не существует общих методов, и поиск таких решений 
связан с известной изобретательностью и находчивостью. В особенности это 
касается уравнений Клеро в частных производных. Этим, в частности, объясня-
ется весьма скудный перечень в доступной научной литературе типов уравне-
ний Клеро, для которых особые решения могут быть явно построены [1, 2].  

В свою очередь интерес к изучению особых решений уравнения Клеро 
связан с недавно обнаруженным фактом [3, 4] в квантовой теории калибро-
вочных полей с составными операторами, выражающемся в том, что одно-
петлевое эффективное действие может быть выражено в терминах особых 
решений уравнения Клеро. 

2. Уравнения типа Клеро в теории дифференциальных  
уравнений в частных производных 

В теории дифференциальных уравнений в частных производных рас-
сматриваются уравнения вида 

 ( )1 2, , ..., ,i
i ny y x y y y′ ′ ′ ′− = ψ   (5) 

где неизвестная функция y  является функцией переменных 1 2, , ..., nx x x ,  
а ( )1 2, , ..., nz z zψ  представляет собой заданную функцию переменных 

nzzz ...,,, 21 , под повторяющимися индексами в левой части (5) подразумева-
ется суммирование. Уравнения вида (5) известны в теории уравнений в част-
ных производных так же, как уравнения типа Клеро [1].  

Как и в случае уравнения Клеро (1), общее решение уравнения (5) опи-
сывается семейством линейных функций  
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 ( )1 2, , ...,i
i ny С x С С С= + ψ ,  (6) 

где iС , ( 1, 2, ...,i n= ) − произвольные вещественные постоянные. Если систе-
ма следующих уравнений: 

 ( )1 2, , ...,
0ni

i

z z z
x

z
∂ψ

+ =
∂

, 1, 2, ..., ,i n=   (7) 

имеет вещественные решения, выражающие величины iz  как функции пере-

менных 1 2, , ..., nx x x , то уравнение (5) имеет особое (сингулярное) решение  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , ...,i
i ny x z x z x z x z x= + ψ ,  (8) 

где мы для краткости записи обозначили ( ) ( )1 2, , ..., n
i iz x z x x x= , 

1, 2, ...,i n= . 
В работах [5, 6] нами были изучены способы нахождения особых реше-

ний уравнений Клеро в теории уравнений в частных производных в классе 
специальных видов различных функций ( )1 2, , ..., nz z zψ . 

В связи с сингулярными решениями уравнения Клеро в теории обыкно-
венных дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных 
возникает естественный вопрос: А существует ли какая-либо связь между 
этими классами особых решений? 

3. Установление связи особых решений уравнений Клеро  
в теории обыкновенных дифференциальных уравнений  

и уравнений в частных производных 
В настоящей статье представлены результаты исследования по уста-

новлению связи между сингулярными (особыми) решениями уравнения Кле-
ро в теории обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в ча-
стых производных. 

Обратим внимание на систему n уравнений (7), предположив существо-
вание особых решений: 

0i
i

x
z
∂ψ+ =
∂

, 1, 2, ...,i n= , 

( ) ( )1 2, , ..., n
i iz x z x x x= , 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
1 2, ..., , ..., , , ..., , ..., , ...,i n n n n

i n
i

y x z x x z x x z x x z x x= + ψ . 

Рассмотрим ситуацию, когда правая часть уравнения Клеро в теории 
дифференциальных уравнений в частных производных имеет специальный 
вид 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2, , ..., ...n n nz z z g z g z g zψ = + + + ,  (9) 
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откуда 
( ) ( )i i i i

i i i

g z dg z
z z dz

∂∂ψ = =
∂ ∂

.  

Таким образом, имеем  

( ) 0i i
i

i

dg z
x

dz
+ = , 1, 2, ...,i n= . 

Тогда система уравнений распадается на систему несвязных уравнений, 
которые уже рассматривались при интегрировании уравнения Клеро в теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений: 

( ) ( )ii iz x z x= , 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
1 2, , ...,i i n

i n
i

y x z x z x z x z x= + ψ .  (10) 

Заключение 
Таким образом, впервые в известной нам литературе [7, 8] в классе спе-

циальных зависимостей правых частей уравнения Клеро в теории уравнений  
в частных производных найдена связь между особыми решениями в теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений и особыми решениями в тео-
рии уравнений Клеро в частных производных. Число таких решений опреде-
ляется числом известных особых решений уравнения Клеро в теории обыкно-
венных дифференциальных уравнений и их всевозможными комбинациями. 
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И. В. Бойков, Н. Ю. Кудряшова, А. А. Шалдаева 

ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ  
ПОЛИСИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ  

УРАВНЕНИЙ В ВЫРОЖДЕННЫХ СЛУЧАЯХ 
1 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Работа посвящена исследованию множеств функций, 

в которых выполняется условие однозначной разрешимости вырожденных по-
лисингулярных интегральных уравнений, и построению приближенных мето-
дов решения полисингулярных интегральных уравнений в вырожденных слу-
чаях. В настоящее время исследование многих разделов сингулярных инте-
гральных уравнений можно считать в основном завершенным. Одними из ис-
ключений являются сингулярные и полисингулярные интегральные уравне-
ния, обращающиеся в нуль на многообразиях с мерой, большей нуля. Постро-
ена теория сингулярных интегральных уравнений в вырожденных случаях, из 
которой следует, что вырожденные сингулярные интегральные уравнения 
имеют бесконечное число решений и для этих уравнений не справедливы пер-
вая и вторая теоремы Нетера. Для полисингулярных интегральных уравнений 
подобная теория еще не построена. Более того, конкретные алгоритмы и при-
ближенные методы решения полисингулярных интегральных уравнений в вы-
рожденных случаях отсутствуют. В связи с тем, что вырожденными полисин-
гулярными интегральными уравнениями моделируются многие процессы  
в физике и технике, возникает необходимость в разработке приближенных ме-
тодов их решения. Кроме того, так как в пространстве Гельдера и в простран-
стве функций, суммируемых в квадрате, вырожденные полисингулярные инте-
гральные уравнения имеют бесконечное число решений, возникает актуальная 
задача выделения множеств единственности решений этих уравнений. Не ме-
нее актуальной является задача построения приближенных методов решения 
вырожденных полисингулярных интегральных уравнений. 

Материалы и методы. Для выделения классов функций, в которых вы-
рожденные полисингулярные интегральные уравнения имеют единственное 
решение, используются методы теории функций комплексной переменной, 
краевые задачи Римана и теория сингулярных интегральных уравнений. При 
построении приближенных методов используются итерационно-проекционные 
методы.  

Результаты. Построены классы функций, на которых решения вырожден-
ных полисингулярных интегральных уравнений, если они существуют, опре-
деляются однозначно. В связи с этим предложена новая постановка задачи 
решения вырожденных полисингулярных интегральных уравнений. Предло-
жены и обоснованы методы коллокации и механических квадратур решения, 
вырожденных полисингулярных интегральных уравнений на построенных 
классах функций. 

Выводы. Предложенные результаты могут быть непосредственно исполь-
зованы при решении многих задач физики и техники, в частности, в задачах 
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интегральной геометрии, аэродинамики, гидродинамики. Представляет инте-
рес распространение этих результатов на вырожденные многомерные сингу-
лярные интегральные уравнения. 

Ключевые слова: полисингулярные интегральные уравнения, вырожден-
ный символ, единственность, проекционно-итерационный метод. 

 
I. V. Boykov, N. Yu. Kudryashova, A. A. Shaldaeva 

AN APPROXIMATE METHODS FOR SOLVING POLYSINGULAR  
INTEGRAL EQUATIONS IN DEGENERATE CASES 

 
Abstract.  
Background. This work is devoted to the study of sets of functions in which the 

condition of unique solvability of degenerate polysingular integral equations is satis-
fied, and to the construction of approximate methods for solving polysingular inte-
gral equations in degenerate cases. Nowadays, the study of many sections of singu-
lar integral equations can be considered largely completed. Some of the exceptions 
are singular and polysingular integral equations that vanish on manifolds with measure 
greater than zero. The theory of singular integral equations in degenerate cases is con-
structed, from which it follows that degenerate singular integral equations have an in-
finite number of solutions and for these equations the first and second Noether theo-
rems are not valid. For polysingular integral equations, a similar theory has not yet 
been constructed. Moreover, there are no specific algorithms and approximate methods 
for solving polysingular integral equations in degenerate cases. Due to the fact that 
many processes in physics and technology are modeled by degenerate polysingular in-
tegral equations, it becomes necessary to develop approximate methods for their solu-
tion. In addition, since in the Hölder space and in the space of functions summable in 
a square, the degenerate polysingular integral equations have an infinite number of 
solutions, the actual problem of identifying the sets of uniqueness of solutions of 
these equations arises. The problem of constructing approximate methods for solv-
ing degenerate polysingular integral equations is no less urgent. 

Materials and methods. To distinguish classes of functions in which degenerate 
polysingular integral equations have a unique solution, methods of the theory of func-
tions of a complex variable, Riemann boundary value problems and the theory of sin-
gular integral equations are used. When constructing approximate methods, iterative-
projection methods are used. 

Results. Classes of functions are constructed on which solutions of degenerate 
polysingular integral equations, if they exist, are uniquely determined. In this regard, 
a new formulation of the problem of solving degenerate polysingular integral equa-
tions is proposed. Methods of collocation and mechanical quadratures for solving 
degenerate polysingular integral equations on the constructed classes of functions 
are proposed and substantiated. 

Conclusions. The proposed results can be directly used in solving many prob-
lems of physics and technology, in particular, in problems of integral geometry, aer-
odynamics, hydrodynamics. It is of interest to extend these results to degenerate 
multidimensional singular integral equations. 

Keywords: polysingular integral equations, degenerate symbol, uniqueness, pro-
jection-iterative method. 

 
Полисингулярные интегральные уравнения, а также связанные с ними 

краевые задачи Римана в полицилиндрах, находят широкое применение  
в различных областях физики и техники. 
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Исследованию полисингулярных интегральных уравнений посвящены 
работы [1–6]. 

В меньшей степени разработаны приближенные методы решения крае-
вой задачи Римана в полицилиндрических областях и полисингулярных инте-
гральных уравнений [7]. 

При этом остались не исследованными многие вопросы, в том числе 
вопросы разрешимости полисингулярных интегральных уравнений (и крае-
вой задаче Римана) в вырожденных случаях. 

В данной работе исследуются вопросы однозначной разрешимости би-
сингулярных интегральных уравнений в вырожденных случаях. Построены и 
обоснованы сплайн-коллокационные методы решения бисингулярных инте-
гральных уравнений в вырожденных случаях. Распространение полученных 
результатов на полисингулярные интегральные уравнения не представляет 
трудностей. 

Рассмотрим бисингулярное интегральное уравнение 

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 12 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )a t t x t t b t t S x c t t S x d t t S x U hx f t t+ + + + = , (1) 

где  

1

1 2
1 1

1 1

( , )1 x tS x d
i t
γ

τ= τ
π τ − , 

2

1 2
2 2

2 2

( , )1 x tS x d
i t
γ

τ= τ
π τ − , 

1 2

1 2
12 1 22 1 1 2 2

( , )1
( )( )( )

xS x d d
t ti γ γ

τ τ= τ τ
τ − τ −π   , 

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( , , , ) ( , )U hx h t t x d d
γ γ

= τ τ τ τ τ τ  , 

iγ  – замкнутая гладкая кривая в плоскости iz , 1,2i = . 
Для простоты изложения будем считать, что iγ  – единичная окруж-

ность с центром в начале координат в соответствующих плоскостях iz , 
1,2i = . 

Покажем, что уравнение вида (1) в вырожденных случаях имеет беско-
нечное число решений. Для простоты ограничимся рассмотрением уравнения  

 
1 2

1 2
1 2 1 22 1 1 2 2

( , )1( , ) 0
( )( )( )

xx t t d d
t ti γ γ

τ τ+ τ τ =
τ − τ −π   .  (2) 

Известно [8], что если функция ( )x t  аналитическая в области  

D+ , то  

1 ( )( ) .xx t d
i t
γ

τ= τ
π τ −  

А если функция ( )x t  аналитическая в области D− , то 
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1 1 ( )( ) ( ) 0
2 2

xx t d x
i t
γ

τ+ τ − ∞ =
π τ − . 

Кроме того, известно [8], что 1 2 2 1 12S S S S S= = . 

Тогда, как не трудно видеть, функции 1 2
k lt t , 1,2,...k = , 1, 2,...,l = − −  яв-

ляются решениями уравнения (2). Таким образом, уравнение (2) имеет счет-
ное множество линейно-независимых решений. 

Рассмотрим следующие двумерные бисингулярные интегральные урав-
нения: 

 
1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , )1 1 ( , )x t x td d f t t
i t i t
γ γ

τ ττ + τ =
π τ − π τ −    (3) 

и 

 
1 2

1 2 1 2 1 2
1 1 2 2

1 1 ( , ) ( , )x d d f t t
t t

γ γ

 
+ τ τ τ τ = τ − τ − 

  .  (4) 

Уравнения (3), (4) представляют интерес в связи с тем, что частный 
случай этих уравнений, а именно уравнения видов 

 1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , )1 1 ( , )x t x td d f t t
i t i t

∞ ∞

−∞ −∞

τ ττ + τ =
π τ − π τ −    (5) 

и 

 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2

1 1 ( , ) ( , )x d d f t t
t t

∞ ∞

−∞−∞

 
+ τ τ τ τ = τ − τ − 

  ,  (6) 

находят применение в интегральной геометрии, и М. М. Лаврентьев [9, 10] 
отметил важность их исследования. 

Так как уравнения (3), (4) и (5), (6) исследуются по одной схеме, то 
естественно остановиться на более общих уравнениях (3), (4). 

Покажем, что однородные уравнения, отвечающие уравнениям (3), (4), 
имеют счетное множество линейно-независимых решений. 

Нетрудно видеть, что функции 1 2
k lt t , 1,2,...k = , 1, 2,...,l = − −  являются 

решениями однородного уравнения, отвечающего уравнению (3), а функции 

1 2
k lt t− , 1,2,...k = , 1, 2,...,l = − −  являются решениями однородного уравнения, 

отвечающего уравнению (4). 
В связи с этим возникают следующие задачи: 
1) разработка эффективных методов решения уравнений вида (3), (4), 

гарантирующих сходимость к одному решению исходного уравнения; 
2) определение классов функций, в которых уравнения (3), (4) одно-

значно разрешимы; 
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3) разработка приближенных методов решения уравнений (3), (4)  
в пространствах однозначной их разрешимости. 

Так как уравнения (3), (4) имеют бесконечное число решений, то при-
менение стандартных вычислительных методов линейной алгебры может 
оказаться неэффективным. Это связано с тем, что при каждом изменении 
размерности аппроксимирующей системы уравнений полученные решения 
могут входить в окрестности различных точных решений. 

Более эффективным в данном случае является непрерывный метод ре-
шения операторных уравнений [11], так как для его реализации требуется 
устойчивость соответствующего обыкновенного дифференциального уравне-
ния. Следовательно, метод будет сходиться к одному и тому же решению при 
возмущениях начальных условий, коэффициентов и правых частей. 

В данной работе для решения вырожденных бисингулярных интеграль-
ных уравнений используется непрерывный метод решения нелинейных опе-
раторных уравнений [11], основанный на теории устойчивости Ляпунова. 

Непрерывный метод решения операторных уравнений 
Пусть ( )x t  – решение векторного дифференциального уравнения 

 ( , )dx F t x
dt
= ,  (7) 

которое определено для всех 0t t≥ . Решение ( )x t  называется устойчивым – 
точнее, устойчивым на интервале 0[ , ]t ∞ , если для каждого 0ε >  существует 
соответствующее значение ( ) 0δ = δ ε > , что любое решение ( )x t , которое 
удовлетворяет неравенству 0 0( ) ( )x t x t− < δ , существует и удовлетворяет не-
равенству ( ) ( )x t x t− < ε  для всех 0t t≥ . 

Решение называется асимптотически устойчивым, если всякий раз, ко-
гда 0 0( ) ( )x t x t−  достаточно мало, выполняется ( ) ( ) 0x t x t− →  при t→∞ . 

Мы используем следующие обозначения: 

{ }( , ) :B a r z B z a r= ∈ − ≤ , { }( , ) :S a r z B z a r= ∈ − ≤ , 

*Re( ) ( ) ( ) / 2K K K K=ℜ = + , ( ) 1
0

( ) lim 1
h

K I hK h−
↓

Λ = + − . 

Здесь B  – банахово пространство, a B∈ , K  – линейный и ограничен-
ный оператор в B ; ( )KΛ  – логарифмическая норма [12] оператора K ; *K – 
сопряженный оператор к K ; I  – тождественный оператор. 

Логарифмическая норма известна в наиболее часто используемых про-
странствах. Мы ограничимся описанием трех норм. 

Пусть { }ijA a= , , 1,2,...,i j n= , – вещественная матрица. 

В n -мерном пространстве nR  векторов ( )1,..., nx x x=  часто использу-
ются следующие нормы:  

– октоэдральная: 1
1

n

i
i

x x
=

= ; 
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– кубическая: 2 1
max i

i n
x x

≤ ≤
= ; 

– сферическая (евклидова): 

1
22

3
1

n

i
i

x x
=

 
 =
 
 
 . 

Отметим, что логарифмическая норма одной и той же матрицы может 
быть положительной в одном пространстве и отрицательной в другом. 

Приведем некоторые логарифмической нормы матрицы { }ijA a= , ас-
социированные с вышеуказанными нормами векторов:  

– октоэдральная логарифмическая норма 1Λ : 

1
1

( ) max jj ij
j n i j

A a a
≤ ≤ ≠

 
 Λ = +
 
 

 ; 

– кубическая логарифмическая норма 2Λ : 

2
1

( ) max ii ij
i n j i

A a a
≤ ≤ ≠

 
 Λ = +
 
 

 ; 

– сферическая (евклидова) логарифмическая норма 3Λ : 

*
3 max( )

2
A AA

 +Λ = λ   
 

, 

где *A  – сопряженная матрица для A . 
Логарифмическая норма обладает свойствами, полезными в численном 

анализе. 
Пусть A , B  – квадратные матрицы порядка n  с комплексными  

элементами; ( )1,..., nx x x= , ( )1,..., ny y y= , ( )1,..., nξ = ξ ξ , ( )1,..., nη = η η  –  
n -мерные векторы с комплексными координатами. Рассмотрим следующие 
системы алгебраических уравнений: Ax = ξ  и By = η . Пусть норма вектора и 
соответствующая операторная норма матрицы зафиксированы, а логарифми-
ческая норма ( )AΛ  соответствует операторной норме. 

Теорема 1 [13]. Если ( ) 0AΛ < , то матрица A  не вырождена и 
1 1 / ( )A A− ≤ Λ . 

Теорема 2 [13]. Пусть Ax = ξ , By = ηи ( ) 0AΛ < , ( ) 0BΛ < . Тогда 

( ) ( ) ( )
A B

x y
B A B

ξ − η −
− ≤ +

Λ Λ Λ
. 

Основные свойства логарифмической нормы приведены в [12]. 
Рассмотрим в банаховом пространстве B  задачу Коши: 
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 ( ) ( ( ))dx t A x t
dt

= ,  (8) 

 0(0)x x= . (9) 

Предположим, что нелинейный оператор A  имеет производную Фреше 
и (0) 0A = . 

Приведем достаточные условия устойчивого и асимптотически устой-
чивого решения задачи Коши (8), (9). Эти условия были получены в [14, 15]. 

Теорема 3. Пусть интеграл 
0

( ( ( )))
t

A d′Λ ϕ τ τ  неположительный (соот-

ветственно, отрицательный) и удовлетворяет неравенству  

0

1lim ( ( ( )))
t

t
A d

t ϕ
→∞

′Λ ϕ τ τ ≤ −α , 0ϕα > , 

для любой дифференцируемой кривой ( )tϕ , лежащей в шаре (0, )B r с некото-
рым радиусом r . Тогда тривиальное решение уравнения (4) устойчиво (соот-
ветственно асимптотически устойчиво). 

Замечание 1. Теорема остается верной при r = ∞ . 
Замечание 2. Утверждения, аналогичные теореме 3, с логарифмиче-

ской нормой оператора ( ),A x′  замененной на sup( ( ( )))A x′ℜσ , верны в гиль-
бертовом пространстве H . Здесь ( )Aσ  – спектр оператора A . 

Рассмотрим нелинейное операторное уравнение 

 ( ) 0A x f− = .  (10) 

Здесь A  – нелинейный оператор, действующий из банахова простран-
ства B  в B . 

Мы связываем уравнение (10) с задачей Коши 

 

( ) ( ( ))dx t A x t f
dt

= − ,  (11) 

 0(0)x x= .  (12) 

Пусть *x  – решение уравнения (10), положим *x x= + υ . Тогда уравне-
ние (10) трансформируется в * *( ) ( ) 0A x A x+ υ − = . Замена переменной 

*( ) ( )x t x t= + υ  сводит задачу Коши (11), (12) к следующей: 

 
* *( ) ( ( )) ( )d t A x t A x

dt
υ = + υ − ,  (13) 

 *
0(0) x xυ = − .  (14) 

Очевидно, что если тривиальное решение уравнения (13) асимптотиче-
ски устойчиво в целом, то решение задачи Коши (13), (14) стремится к *x  для 
любого начального значения. 
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Из теоремы 3 следует, что если неравенство 

 
0

1lim ( ( ( )))
t

g
t

A g d
t→∞

′Λ τ τ ≤ −α , 0gα > ,  (15) 

выполняется для каждой непрерывно дифференцируемой функции ( )g t : 

[0, ) B∞ → , то решение задачи Коши (13), (14) сходится к решению *x  урав-
нения (10). 

Следующие утверждения были доказаны в [11]. 
Теорема 4. Пусть уравнение (10) имеет решение *x  и пусть неравен-

ство (15) выполняется на каждой дифференцируемой кривой ( )g t , лежащей  
в банаховом пространстве B . Тогда решение задачи Коши (13), (14) сходится 
к решению *x  уравнения (10) для любого начального значения. 

Замечание 3. Из неравенства (15) следует, что теорема 4 справедлива и 
в случаях, когда логарифмическая норма ( ( ))A x′Λ  может принимать значе-
ние нуль или положительные значения в конечном или счетном количестве 
точек пространства B . 

Теорема 5. Пусть уравнение (10) имеет решение *x  и пусть на любой 
дифференцируемой кривой ( )g t , лежащей в шаре *( , )B x r , выполняются 
следующие условия: 

1) неравенство 

0

( ( ( ))) 0
t

A g d′Λ τ τ ≤  

выполняется для всех t  ( 0t > ); 
2) неравенство (15) выполнено. 
Тогда решение задачи Коши (11), (12) сходится к решению *x  уравне-

ния (10). 

Единственность решений бисингулярных  
интегральных уравнений вида (5) 

Пусть 1 2( , )f t t  – функция, определенная в области 2R . Введем обозна-
чения: 

1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

( , ), ( , ) ( 0) ( 0),
( , )

0, ( , ) ( 0) ( 0);
f t t t t t t

f t t
t t t t++

∈ > ∩ >
=  ∈ < ∪ <

 

1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

( , ), ( , ) ( 0) ( 0),
( , )

0, ( , ) ( 0) ( 0);
f t t t t t t

f t t
t t t t+−

− ∈ > ∩ <
=  ∈ < ∪ >

 

1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

( , ), ( , ) ( 0) ( 0),
( , )

0, ( , ) ( 0) ( 0);
f t t t t t t

f t t
t t t t−+

− ∈ < ∩ >
=  ∈ > ∪ <

 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

University proceedings. Volga region 52

1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

( , ), ( , ) ( 0) ( 0),
( , )

0, ( , ) ( 0) ( 0).
f t t t t t t

f t t
t t t t−−

∈ < ∩ <
=  ∈ > ∪ >

 

При этих обозначениях  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f t t f t t f t t f t t f t t++ +− −+ −−= − − + . 

Замечание. Значения 1 2( , )f t t  при 1 0t = , 2 0t =  не влияют на даль-
нейшие рассуждения. 

Определение 1. Функция 1 2( , )f t t  принадлежит классу { }0,0 , если ее 
преобразование Фурье 1 2( , )F ω ω  принадлежит 2( , ; , )L −∞ ∞ −∞ ∞  и удовлетво-
ряет условию Гельдера: 

( )1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , )F F A α αλ μ − λ μ ≤ λ − λ + μ −μ ,  

для любых действительных значений 1λ , 2λ , 1μ , 2μ , а для любых по моду-
лю больших единицы 1λ , 2λ , 1μ , 2μ : 

1 1 2 2
1 2 1 2

1 1 1 1( , ) ( , )F F A
α α 

 λ μ − λ μ ≤ − + −
 λ λ μ μ
 

. 

Определение 2. Функция 1 2( , )f t t  принадлежит классу { },α β , если 

{ }1 21 2( , ) 0,0t tf t t e−α −β ∈ . 
Определение 3. Функция  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f t t f t t f t t f t t f t t++ +− −+ −−= − − +   

принадлежит классу { }1 2 1 2 1 2 1 2, ; , ; , ; ,α α β β γ γ δ δ , если { }1 2 1 2( , ) ,f t t++ ∈ α α , 

{ }1 2 1 2( , ) ,f t t+− ∈ β β , { }1 2 1 2( , ) ,f t t−+ ∈ γ γ , { }1 2 1 2( , ) ,f t t−− ∈ δ δ . 
Определение 4. Через ( , ; , )E a b c d  обозначим класс функций 1 2( , )f x x , 

определенных на плоскости 2R  и принимающих в области ( , ; , )a b c dΩ =  за-
ранее заданные значения:  

*
1 2 1 2( , ) ( , )f x x f x x= , 1 2( , )x x ∈Ω . 

В работе [16] доказано следующее утверждение. 
Лемма 1. В классе функций { }1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) , ; , ; , ; ,x t t ∈ α α β β γ γ δ δ , где 

1 20α ≤ ≤ α , 1 20β ≤ ≤ β , 1 20γ ≤ ≤ γ , 1 20δ ≤ ≤ δ  и 1 2α ≠ α , 1 2β ≠ β , 1 2γ ≠ γ , 

1 2δ ≠ δ  уравнение (5) имеет единственное решение. 
Доказательство. Применив к уравнению (5) преобразование Фурье, 

приходим к алгебраическому уравнению 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ),X G Fω ω ω ω = ω ω  

где 1 2( , ),X ω ω  1 2( , ),G ω ω  1 2( , )F ω ω  – преобразование Фурье функций 

1 2( , ),x t t  1 2( , ),g t t  1 2( , ),f t t  причем функция 1 2( , )G ω ω  определена формулой 
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1 2

1 2

1 2 1 21 2

1 2 1 2

1 2 1 2

0, 0,2,
0, 0,2,

0, 0, 0, 0,( , ) 0,
1, 0, 0, 0, 0,
1, 0, 0, 0, 0.

G

ω > ω >
 ω < ω <− ω < ω > ω > ω <ω ω = 
 ω = ω > ω > ω =
− ω = ω < ω < ω =

 

Функция 1 2( , )X ω ω  является аналитической в области D  пространства 
2C  комплексных переменных 1z  и 2z , являющейся топологическим произ-

ведением полос 1 1 1 1 1max( , ) min( , )yα β < < γ δ  и 2 2 2 2 2max( , ) min( , )yα γ < < δ β . 
Здесь 1 1 1z x iy= + , 2 2 2z x iy= + . Из этого утверждения и приведенной выше 
функции 1 2( , )G ω ω  следует справедливость леммы.  

Лемма 2. Пусть ( , ; , ),a b c dΩ =  ,a b−∞ < < < ∞  .c d−∞ < < < ∞  Пусть 
ищется решение 1 2( , ),x t t  для которого в области Ω  выполняется условие 

1 2 1 2( , ) ( , ),x t t u t t=  где 1 2( , )u t t  – заданная функция, 1 2( , ) ,t t ∈Ω . В классе 
функций ( )E Ω уравнение (5) имеет единственное решение. 

Доказательство леммы подобно доказательству аналогичной леммы для 
вырожденных сингулярных интегральных уравнений [17] и здесь опускается. 

Замечание 2. Из леммы 2 вытекает следующая постановка задачи ре-
шения полисингулярных интегральных уравнений вида (5), аналогичная за-
даче Коши в теории обыкновенных дифференциальных уравнений или гра-
ничной задаче в теории уравнений с частными производными.  

Постановка задачи. Пусть Ω  – ограниченная область, 2( , ) .Ω∈ −∞ ∞  
Пусть в Ω  задана функция 1 2 1 2( , ), ( , ) .u t t t t ∈Ω  Требуется найти решение 
уравнения (5), удовлетворяющее на множестве Ω  условию 1 2 1 2( , ) ( , ),x t t u t t=  

1 2( , ) .t t ∈Ω  
Замечание 3. Пользуясь леммами 2, 3, можно сформулировать утвер-

ждения, аналогичные теоремам 4, 5 работы [16], о классах единственности 
решений уравнений вида  

1 2 1 2
1 2

1 1 2 2

( , ) ( , )1 1x t x td d
i t i t

∞ ∞

−∞ −∞

τ ττ + τ +
π τ − π τ −   

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 ( , , , ) ( , ) ( , ).h t t x d d f t t
i

∞ ∞

−∞−∞

+ τ τ τ τ τ τ =
π    

Приближенное решение вырожденных  
бисингулярных интегральных уравнений  

Рассмотрим бисингулярное интегральное уравнение вида 

 1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , ) ( , )x t x td d f t t
t t

+∞ +∞

−∞ −∞

τ ττ τ =
τ − τ −

+  .  (16) 

Для решения уравнения (16) ниже строятся две вычислительные схемы. 
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Первая вычислительная схема 

Аппроксимируем уравнение (16) более простым уравнением  

 1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , ) ( , )
A A

A A

x t x td d f t t
t t

+ +

− −

τ ττ τ =
τ − τ −

+  ,  (17) 

где A  – достаточно большие положительные числа. 
Для упрощения описания вычислительной схемы введем различные 

обозначения для узлов по переменным 1t  и 2t . По переменной 1t  введем  
узлы  

2
k

Av A k
N

= − + , 0,k N= , k k
Av v
N

= + , 0, 1k N= − . 

По переменной 2t  введем узлы  

2
k

Aw A k
N

= − + , 0,k N= , k k
Aw w
N

= + , 0, 1k N= − . 

Приближенное решение уравнения (17) будем искать в виде кусочно-
постоянной функции 

 
1 1

1 2 1 2
=0 =0

( , ) = ( , )
N N

kl kl
k l

x t t t tN
− −

α ψ  ,  (18) 

где  

1 2
1 2 2

1, ( , ) ,
( , )

0, [ , ] \ ,
kl

kl
kl

t t
t t

A A

∈Δψ = 
− Δ

 

1 1[ , ) [ , ), , 0,1,..., 1,kl k k l lv v w w k l N+ +Δ = × = −  

1, 1 1[ , ] [ , ), 0,1,..., 1,N l N N l lv v w w l N− − +Δ = × = −  

, 1 1 1[ , ) [ , ], 0,1,..., 1,k N k k N Nv v w w k N− + −Δ = × = −  

1, 1 1 1[ , ] [ , ].N N N N N Nv v w w− − − −Δ = ×  

Неизвестные коэффициенты { }klα , , 0, 1,k l N= −  определяются из сле-
дующей системы уравнений: 

1 11 1
1 2

1 20 0

2 2 ( , )
k l

k l

v wN N

kj il i j
i jk lv w

d dA A f t t
N v N w

+ +− −

= =

τ τα α =
τ − τ −

+   , , 0, 1i j N= − . (19) 

Эту систему можно записать в виде 

1 1

0 0
( , )

N N

ki kj lj il i j
k l

a b f v w
− −

= =
α α =+  , , 0, 1i j N= − , 
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здесь 

1
11

1

2 2 ln
k

k

v
k i

ki
i k iv

v vdA Aa
N v N v v

+
+ −τ= =

τ − − , , 0, 1k i N= − ,  

1
12

2

2 2 ln
l

l

w
l j

lj
j l jw

w wdA Ab
N w N w w

+
+ −τ= =

τ − − , , 0, 1l j N= − . 

Выпишем подробно одну строку системы: 

0 0 1 1 1, 1,0 ... 0 ... 0 ... 0i j i j N i N ja a a − −+ + + α + α + + α + + + +  

 0 0 1 1 1, , 1... 0 ... 0j i j i N j i N ijb b b f− −+ α + α + + α + + + = , , 0, 1i j N= − .  (20) 

Нетрудно видеть, что доминирующими коэффициентами являются iia  
и jjb . При этих коэффициентах в качестве неизвестных выступает ijα . 

Учитывая это замечание, систему (20) можно записать в виде 

 ( )
1 1

0 0

N N

ii jj ij ki kj lj il ij
k l
k i l j

a b a b f
− −

= =
≠ ≠

+ α + α + α =  , , 0, 1i j N= − .  (21) 

К системе (21) можно применить непрерывный метод решения опера-
торных уравнений 

 ( )
1 1

0 0

( )
( ) ( ) ( )

N N
ij

ij ii jj ij ki kj lj il ij
k l
k i l j

d
a b a b f

d

− −

= =
≠ ≠

 
 α σ
 = λ + α σ + α σ + α σ −

σ  
  

  ,   (22) 

где 1ijλ = ± , , 0, 1i j N= − .  
Знак ijλ  выбирается из условия получения отрицательного значения 

логарифмической нормы матрицы, стоящего в левой части системы уравне-
ния (21). 

Для решения системы уравнений (22) может быть использован любой 
метод решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 

В случае, если логарифмическая норма отрицательна, то система (22) 
устойчива к возмущениям коэффициентов, правых частей и начальных зна-
чений, что особенно важно при решении систем с неединственным решением. 

Вторая вычислительная схема 

Приближенное решение уравнения (16) будем искать в виде полинома 

1 2 1 2( , ) ( ) ( )
N N

n kl k l
k N l N

x t t t t
=− =−

= α ψ ψ  , 
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где  

1

2 1( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))
2 1 2

N

k l l k l l k
l

t c t c v s t s v
n =

 
 ψ = + +
 +  

 , ( ) cos2 arctglc t l t= ,  

( ) sin 2 arctgls t l t= , 
2 1k

kv tg
N
π=
+

, , 1,..., 1,0,1,...,k N N N= − − + − . 

Коэффициенты { }klα , , ,k l N N= − , находятся из системы уравнений 

( )1

1

2 ( ) ( ) ( ( ) ( 1) ( ) ( )
2 1

N N N
i

kl i r i k i r i k l s
k N l N i

s v c v c v s v v
n

+

=− =− =

 π  α + + − ψ +
 +  

    

( )1

1
( ) ( ) ( ( ) ( 1) ( ) ( )

N
j

j s j l j s j l k r
j

s v c v c v s v v+

=

 
 + + + − ψ =
 

  
  

 ( , ),r sf v v=   , ,r s N N= − .  (23) 

При построении вычислительной схемы (23) использованы формулы [18]: 

1( )1 ( ) ( 1)nn
n

s d c t
t

∞
+

−∞

τ
τ = + −

π τ − ,  ( )1 ( )n
n

c d s t
t

∞

−∞

τ
τ =

π τ − . 

Учитывая, что ( )l s lsvψ = δ , где lsδ  – символ Кронекера, систему (23) 
можно записать в виде 

( )1

1

2 ( ) ( ) ( ( ) ( 1) ( )
2 1

N N N
i

kl i r i k i r i k ls
k N l N i

s v c v c v s v
n

+

=− =− =

 π  α + + − δ +
 +  

    

( )1

1
( ) ( ) ( ( ) ( 1) ( ) ( , ),

N
j

j s j l j s j l kr r s
j

s v c v c v s v f v v+

=

 
 + + + − δ =
 

  
  , ,r s N N= − . (24) 

Для численной реализации вычислительной схемы (24) используется 
непрерывный операторный метод. 

Модельный пример 
Рассмотрим уравнение  

 1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , ) ( , )x t x td d f t t
t t

+∞ +∞

−∞ −∞

τ ττ τ =
τ − τ −

+  ,  (25) 

где 

1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2
( , ) 2 2 ln ln .A t A tf t t At At t t t t

A t A t
− −= + + +
+ +
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Точное решение уравнения (25) равно 1 2 1 2( , )x t t t t= . Уравнение (25) бу-
дем аппроксимировать уравнением в конечных пределах 

1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , ) ( , )
A A

A A

x t x td d f t t
t t

+ +

− −

τ τ
τ τ =

τ − τ −
+  . 

Результаты решения уравнения (25), полученные по первой вычисли-
тельной схеме при A = 5 и N = 100, приведены в табл. 1 и на рис. 1. 

 
Таблица 1 

Приближенное решение уравнения (25) 

Точка t1 Точка t2 Точное решение Приближенное  
решение Погрешность 

–4,85 1,85 –8,9725 –9,0395 0,067 
–3,85 –0,85 3,2725 3,2195 0,053 
–2,85 3,85 –10,9725 –10,97 0,004 
–1,85 –2,85 5,2725 5,2555 0,017 
–0,85 4,85 –4,1225 –4,1235 0,001 
0,85 –4,85 –4,1225 –4,1345 0,012 
1,85 2,85 5,2725 5,2675 0,005 
2,85 –3,85 –10,9725 –10,9795 0,007 
3,85 –1,85 –7,1225 –7,0335 0,089 
4,85 0,85 4,1225 4,3135 0,191 

 

  
а) б) 

Рис. 1. Приближенное (а) и точное (б) решения уравнения (25) 
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С. С. Марченков 

О ПРОБЛЕМЕ ВЫПОЛНИМОСТИ  
ЛОГИКО-АВТОМАТНЫХ ФОРМУЛ1 

2 
Аннотация. 
Актуальность и цели. В теории конечных автоматов существует целый ряд 

способов определения конечных автоматов (конечно-автоматных функций). 
Среди них системы канонических уравнений, диаграммы Мура, информаци-
онные деревья, схемы из автоматных элементов, а также конечно-автоматные 
операции. Каждый из перечисленных способов обладает определенными до-
стоинствами и находит применение в подходящих направлениях исследова-
ний. Довольно часто конечные автоматы используются в алгебре и логике. 
Так, например, хорошо известны результаты Дж. Бюхи о связи конечных ав-
томатов с логикой второго порядка, а также результаты С. В. Алёшина по ис-
пользованию групп конечно-автоматных перестановок в решении ослабленной 
проблемы Бернсайда. 

Одно из перспективных направлений в теории конечных автоматов – ис-
следование автоматных уравнений различных типов. Помимо хорошо извест-
ных канонических уравнений, здесь могут быть функциональные уравнения,  
в которых переменными являются конечные автоматы, а связи между ними 
осуществляются с помощью алгебраических и логических средств. Самым 
естественным вариантом представляется вариант, когда на основе заданных 
автоматов и функциональных переменных для (многовходовых) автоматов 
определяются автоматные термы, затем – равенства термов (элементарные 
формулы) и в заключение из элементарных формул с помощью логических 
связок – произвольные логико-автоматные формулы. Для таких формул ста-
вится «классическая» проблема выполнимости. Особенность ее состоит в том, 
что рассматривается существование конечных автоматов, выполняющих дан-
ную формулу, т.е. дающих истинное значение формулы при любых значениях 
предметных переменных (их значениями являются произвольные сверхслова  
в алфавите {0,1}). Цель работы – доказать алгоритмическую разрешимость 
данной проблемы, при этом определить разрешающий алгоритм в автоматных 
терминах и в конечном счете свести задачу к направленному перебору (воз-
можно, частичных и недетерминированных) автоматов. 

Материалы и методы. В построениях и доказательствах применяются ло-
гико-автоматные методы. 

Результаты и выводы. Рассматриваются логико-автоматные формулы, по-
строенные с помощью логических связок из равенств автоматных термов. Для 
формул данного типа формулируется проблема выполнимости по функцио-
нальным (автоматным) переменным. При этом предполагается, что все пред-
метные переменные (по двоичным сверхсловам) находятся под кванторами 
общности. Строится алгоритм, основанный на переборе частичных недетер-
минированных автоматов, который решает данную проблему. Предложенный  

                                                           
1Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований, 

проект 19-01-00200. 
2 © Марченков С. С., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной лицензии Creative Commons 

Attribution 4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), которая дает разрешение 
на неограниченное использование, копирование на любые носители при условии указания авторства, ис-
точника и ссылки на лицензию Creative Commons, а также изменений, если таковые имеют место. 
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в работе подход к анализу и решению проблемы выполнимости для конечно-
автоматных логических формул может быть использован при решении анало-
гичных алгоритмических проблем для логико-автоматных формул более 
сложных типов.  

Ключевые слова: логико-автоматные формулы, проблема выполнимости.  
 

S. S. Marchenkov 

ON THE PROBLEM OF LOGIC-AUTOMATIC  
FORMULAS PERFORMABILITY  

 
Abstract. 
Background. In the theory of finite automata, there are a number of ways to de-

fine finite automata (finitely automatic functions). There are systems of canonical 
equations among them, Moore diagrams, information trees, schemes of automatic 
elements, and finite-automaton operations. Each of these methods has certain ad-
vantages and finds application in suitable research areas. Quite often finite automata 
are studied by algebraic and logical means. For example, the results of J. Büchi on 
the connection of finite automata with second-order logic are well known, as well as 
the results of S. V. Aleshin on the use of groups of finitely automatic permutations 
in solving the weakened Burnside problem. One of the promising directions in the 
theory of finite automata is the study of automaton equations of various types. In 
addition to the well-known canonical equations, there may be functional equations 
in which variables are finite automata, and connections between them are made us-
ing algebraic and logical means. The most natural option is the option when auto-
matic terms are determined based on the given automata and functional variables for 
(multi-input) automata, then equality of terms (elementary formulas) and finally 
from elementary formulas using logical connectives-arbitrary logic automaton for-
mulas. For such formulas, the “classic” feasibility problem is posed. Its peculiarity 
is that we consider the existence of finite automata that perform this formula, i.e. 
giving the true value of the formula for any values of subject variables (their values 
are arbitrary superwords in the alphabet {0,1}). The goal of this work is to prove 
the algorithmic solvability of this problem, while the resolving algorithm is defined 
in automata terms and ultimately based on a directed iteration of partial nondeter-
ministic automata. 

Materials and methods. Logic automaton methods are used in constractions and 
proofs. 

Results and conclusions. We consider logic automaton formulas constructed us-
ing logical connectives from the equalities of automaton terms. For formulas of this 
type, the problem of satisfiability for functional (automatic) variables is formulated. 
It is assumed that all subject variables (for binary superwords) are under the gener-
ality quantifiers. We construct an algorithm based on the iteration of partial nonde-
terministic automata, which solves this problem. The proposed approach to analyz-
ing and solving the satisfiability problem for finite-automaton logical formulas can 
be used to solve similar algorithmic problems for more complex types of logic au-
tomaton formulas. 

Keywords: logic automaton formulas formulas, performability problem.  

Введение 
Конечный автомат является одним из простейших устройств, предна-

значенных для преобразования информации. В теории конечных автоматов 
имеется целый ряд способов определения конечных автоматов (конечно-
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автоматных функций): с помощью систем канонических уравнений, с исполь-
зованием диаграмм Мура и помеченных деревьев, посредством схем из авто-
матных элементов и с помощью конечно-автоматных операций [1–6]. Однако 
в этом направлении возможны и другие подходы, использующие в большей 
степени алгебраические и логические понятия. Здесь следует упомянуть 
прежде всего широко известный результат Дж. Бюхи [7, 8], который связыва-
ет конечные автоматы с логикой второго порядка. Существует также большое 
число результатов, которые можно отнести к алгебраической теории автома-
тов (см., например, [9–11]). 

Особенность использования в теории автоматов канонических уравне-
ний состоит в том, что переменная t  – момент времени работы автомата или 
номер разряда бесконечной входной последовательности – всегда находится 
под квантором общности. Однако в логических формулах, содержащих ко-
нечно-автоматные функции, можно вообще отказаться от использования па-
раметра t , а кванторы общности распространять на бесконечные последова-
тельности (соответствующие переменные рассматриваются как переменные  
в конечно-автоматных функциях). Если при этом в логических формулах ис-
пользовать отношение равенства – «минимальное» отношение между функ-
циями, которое позволяет вводить логические операции и строить логические 
формулы, – то мы придем к некоторому логико-автоматному языку, пробле-
ма выполнимости для которого будет рассматриваться в данной работе. 

Нас будет интересовать проблема существования наборов конечных ав-
томатов (конечно-автоматных функций), которые удовлетворяют логическим 
формулам этого языка. В предлагаемом ниже логико-автоматном формализме 
эта проблема может быть записана формулой второго порядка с кванторами 
существования по автоматным переменным. С этой точки зрения данную 
проблему следует отнести к логике второго порядка. В настоящей работе мы 
определяем алгоритм, который по произвольной формуле рассматриваемого 
типа решает вопрос о существовании указанных наборов конечных автома-
тов. Его работа состоит из двух этапов. Сначала по логико-автоматной фор-
муле Φ  эффективно определяется ориентированный граф GΦ  с пометками 
(фактически частичный недетерминированный автомат), а затем конечным 
перебором «внутри» графа GΦ  устанавливается существование/несуще-
ствование набора конечных автоматов, удовлетворяющих формуле Φ . 

Основные понятия  

Пусть 2 = {0,1}E  и 2E∞  – множество всех упорядоченных бесконечных 
последовательностей, составленных из элементов множества 2E . Рассматри-
ваем конечно-автоматные функции (конечные инициальные автоматы), отоб-
ражающие множество 2( )nE∞  в множество 2E∞  – функции с n  входами и од-
ним выходом ( = 1,2,n  ). Подобную функцию можно задать каноническими 
(автоматными) уравнениями, которые имеют вид  

 
1

1

0

( ) = ( ( ), , ( ), ( 1)),
( ) = ( ( ), , ( ), ( 1)),
(0) = ,

n

n

y t f x t x t q t
q t g x t x t q t
q q

−
 −




   (1) 
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где ( ), ( ), ( )ix t y t q t  – значения i -го входа, выхода и состояния в момент вре-
мени t ; Q  – конечное множество состояний (инициального автомата, реали-
зующего данную функцию); ,f g  – функции, отображающие множество 

2
nE Q×  соответственно в множества 2E  и Q ; 0q  – начальное состояние. 

Предполагается, что в начальный момент времени = 0t  автомат находится  
в состоянии 0q . Начиная с момента времени = 1t  на вход автомата поступа-
ют наборы  

1 1( (1), , (1)), ( (2), , (2)),n nx x x x   , 

и с помощью уравнений (1) из них формирутся выходная последовательность 
= (1) (2)y y y   

Будем использовать предметные переменные 1 2, ,x x   для обозначения 

произвольных последовательностей из 2E∞ . Символами ( ) ,n
iA  ( ) ,n

iB  ( )n
iC  

обозначаем конкретные конечно-автоматные функции с n  входами, а симво-
лами ( ) ,n

iα  ( )n
iβ  – автоматные переменные, принимающие значения в множе-

стве конечно-автоматных функций от n  (предметных) переменных. При по-
строении автоматных формул используем знак равенства = , а также логиче-
ские связки из фиксированной полной системы логических связок. 

Обычным образом по индукции вводим понятие автоматного терма: ес-
ли 1 1, , , , , , ,m ni j u u v v   – произвольные натуральные числа, то выражения 
вида  

( ) ( )( ) ( )
1 1

, , , , ,m n
u u v vi jm n

A x x x xα   

считаем автоматными термами (помимо выражений ( )m
iA  используются так-

же выражения ( ) ,m
iB  ( )m

iC , а кроме выражений ( )n
iα  – выражения ( )n

iβ ). Ин-
дуктивный шаг определения автоматного терма отличается от предыдущего 
только тем, что вместо предметных переменных рассматриваются выраже-
ния, которые могут быть как произвольными предметными переменными, так 
и уже построенными термами. 

Равенствами называем выражения вида 1 2=T T , где 1,T  2T  суть авто-
матные термы. Равенства считаем элементарными автоматными формулами. 
С помощью логических связок из элементарных автоматных формул опреде-
ляем остальные автоматные формулы. В дальнейшем в выражениях ( ) ,m

iA  
( ) ,m
iB  ( ) ,m

iC  ( ) ,n
jα  ( )n

jβ  верхние индексы будем, как правило, опускать. 
Рассмотрим произвольную автоматную формулу  

 1 1 1( , , , , , , , , ),k m nA A x xΦ α α     (2) 

которая образована из символов 1, , kA A  автоматных функций, символов 

1, , mα α  автоматных переменных и символов 1, , nx x  предметных пере-
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менных. Будем говорить, что формула (2) выполнима, если истинна замкну-
тая формула  
 1 1 1 1 1( ) ( )( ) ( ) ( , , , , , , , , ),m n k m nx x A A x x∃α ∃α ∀ ∀ Φ α α       (3) 

где квантор i∃α  распространяем по всем конечно-автоматным функциям от 

in  переменных и in  есть число предметных переменных у автоматной пере-
менной iα  в формуле (2). Проблемой выполнимости для логико-автоматных 
формул называем алгоритмическую проблему, состоящую в определении по 
произвольной формуле (2) истинностного значения замкнутой формулы (3). 

Каждый из символов формулы (2) может входить в формулу, вообще 
говоря, не один раз. Нас будут интересовать все вхождения символов 

1, , kA A  и 1, , mα α . Поэтому мы перепишем формулу (2) в «развернутом» 
виде:  
 11 1 1 11 1 1 11 1

( , , , , , , , , , , , , , , , , ),c k kc d m md nk m
A A A A x xΦ α α α α         (4) 

оставляя без изменения обозначение Φ  и указывая все вхождения 1, ,jA   

jc j
A  символов jA  и все вхождения 1, ,l ldl

α α  символов lα . Подчеркнем 

еще раз, что что (4) является лишь вариантом формулы (2), в котором указа-
ны в некотором порядке все вхождения символов jA  и символов lα . 

В дальнейшем нам понадобится осуществить переход от автоматной 
формулы (4) к ее булевому аналогу, в котором вместо автоматных функций 

11, , kck
A A  и автоматных переменных 11, , mdm

α α  рассматриваются буле-

вы функции 11, , kck
A A′ ′  и переменные 11, , mdm

′ ′α α  для булевых функций. 

При этом переходе полностью сохраняется структура формулы (4), а также 
число и порядок предметных переменных в функциях и функциональных пе-
ременных. Чтобы различать предметные переменные с областями значений 

2E∞  и 2E , в последнем случае будем использовать обозначения 1, , nx x′ ′ . Со-
ответствующую булеву формулу записываем в виде  

 11 1 1 11 1 1 11 1
( , , , , , , , , , , , , , , , , ).c k kc d m md nk m
A A A A x x′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Φ α α α α         (5) 

Результаты 

Предположим, что набор 1( , , )mB B  автоматных функций удовлетво-
ряет (тождественно по переменным 1, , nx x ) формуле (2). Рассмотрим со-
стояния и выходные функции автоматов формулы  

 1 1 1( , , , , , , , , )k m nA A B B x xΦ      (6) 

в произвольный момент времени t . Пусть в этот момент времени автоматы 
11, , kck

A A  находятся соответственно в состояниях 11, , kck
q q  (отметим, что 

в момент t  один и тот же автомат может находиться в разных состояниях – 
это зависит от положения автомата в формуле (6), что, естественно, вынужда-
ет пользоваться обозначениями 11, , kck

A A ). Пусть далее автоматы 
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11, , mdm
B B  в момент t  находятся в состояниях 11, , mdm

p p  (мы вновь 

указываем на положение автоматов lB  в формуле (6)). Считая, что в состоя-
ниях 11, , kck

q q  и 11, , mdm
p p  автоматы реализуют соответственно булевы 

функции 11, , kck
A A′ ′  и 11, , mdm

B B′ ′ , приходим к заключению, что формула 

(5) тождественно истинна по булевым переменным 1, , nx x′ ′ . Это простое со-
ображение позволит нам в дальнейшем находить наборы автоматных функ-
ций, удовлетворяющие формуле (2). 

Используя булеву формулу (5), можно рассматривать формулу  

 11 1 1 11 1 1 11 1
( , , , , , , , , , , , , , , , , )c k kc d m md nk m

f f f f g g g g x x′ ′Φ          (7) 

для произвольных наборов 11 11( , , ), ( , , )kc mdk m
f f g g   булевых функций  

(с соблюдением очевидных условий для числа и порядка переменных в функ-
циях). В связи с этим для любого набора булевых функций 11( , , )kck

f f  

пусть  

 1 1
11 11, , , , , ,s s

md mdm m
g g g g      

   
    –  (8) 

все наборы булевых функций, которые вместе с набором 11( , , )kck
f f  удо-

влетворяют формуле (7) тождественно по переменным 1, , nx x′ ′ . Отметим, 
что для некоторых наборов 11( , , )kck

f f  множество (8) может оказаться пу-

стым. 
По формуле Φ  будем строить конечный ориентированный граф GΦ   

с помеченными вершинами и дугами, который в известном смысле содержит 
информацию о выполнимости формулы (2). Вершины графа GΦ  помечаем 
наборами  

 11 11( , , ; , , ),kc mdk m
q q g g    (9) 

в которых 11, , kck
q q  – состояния автоматов 11, , kck

A A , а 11( , , )mdm
g g  – 

набор из (8), где в качестве функций 11, , kck
f f  берутся выходные функции 

автоматов 11, , kck
A A , которые реализуются ими в состояниях 11, , kck

q q . 

Дуги графа GΦ  помечаем наборами из 2
nE . 

Пусть вершина v  графа GΦ  помечена набором (9) и 2
na E∈ . Из верши-

ны v  проведем в графе GΦ  дуги с пометкой a  в каждую вершину с помет-
кой 11 11( , , ; , , )kc mdk m

p p h h  , где состояния 11, , kck
p p  получаются со-

гласно формуле Φ  из состояний 11, , kck
q q  автоматов 11, , kck

A A , если пе-

ременным 1, , nx x′ ′  присвоить значения из набора a , а выходными функция-
ми автоматов, занимающих позиции переменных 11, , mdm

α α , считать соот-
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ветственно функции 11, , mdm
g g . Набор 11( , , )mdm

h h  будет одним из 

наборов (8), которые, как выше, определяются для функций 11, , kck
f f , реа-

лизуемых автоматами 11, , kck
A A  в состояниях 11, ,p  kck

p . 

В качестве «начальных» вершин графа GΦ  берем все вершины с по-
метками (9), где 11, ,q  kck

q  – начальные состояния автоматов 11, ,A  kck
A  

(при этом в каждой группе 1, ,j jc j
q q  все состояния одинаковы), а функции 

11, , mdm
g g  выбираются для функций 11, , kck

f f , реализуемых в состояни-

ях 11, , kck
q q , как это указано выше. Отметим еще, что в каждой группе 

1( , , )j jd j
g g  функции также одинаковы, поскольку в начальный момент 

времени все автоматы каждой из указанных групп находятся в одном и том 
же состоянии. 

Остается добавить, что построение графа GΦ  в вершине v  обрывается, 
если соответствующее множество наборов (8) оказывается пустым. В даль-
нейшем можно предполагать, что в графе GΦ  удалены все вершины, которые 
недостижимы из какой-либо начальной вершины (достижимость рассматри-
вается с учетом ориентации дуг графа). 

Как видно из построения, граф GΦ  можно рассматривать как диаграм-
му Мура частичного недетерминированного автомата, имеющего, вообще го-
воря, несколько начальных состояний. Обозначим через r  число всевозмож-
ных наборов вида (9) – максимально возможное число вершин в графе GΦ . 
Установим два утверждения, касающихся связи графа GΦ  с наборами авто-
матов, удовлетворяющих формуле (2).  

Лемма 1. Если существует набор автоматов, удовлетворяющих форму-
ле (2), то на основе графа GΦ  можно определить набор автоматов, также удо-
влетворяющих формуле (2), каждый из которых имеет не более r  состояний.  

Доказательство. Пусть набор 1( , , )mB B  конечных инициальных ав-
томатов удовлетворяет формуле (2). Выберем в графе GΦ  начальную верши-
ну 0v , которая отвечает начальным состояниям автоматов 1, , mB B . Рас-
смотрим произвольное слово a  длины r  (т.е. упорядоченную последова-
тельность длины r , состоящую из двоичных наборов длины n ). Под дей-
ствием входа a  в графе GΦ  образуется путь через вершины 1, , rv v . По-
скольку в графе GΦ  не более r  вершин, последовательность 0 1, , , rv v v  со-
держит повторение. Пусть ,i j  – такие числа, что <i j , =i jv v , и в последо-
вательности  

 0 1 1, , , , ,i i jv v v v+ −    (10) 

все вершины различны. Образуем объединение всех множеств вида (10) (по 
всем словам a  длины r ) и обозначим его через Q . На основе множества Q  
определим набор инициальных автоматов 1( , , )mC C . 
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Все автоматы 1, , mC C  будут иметь одно и то же множество состоя-
ний, состоящее из наборов, приписанных вершинам множества Q . В каче-
стве начального состояния возьмем набор, приписанный вершине 0v . Упоря-
дочим далее все слова a  длины r . Пусть 1a  – первое из этих слов. Рассмот-
рим последовательность (10), отвечающую слову 1a . Пусть = lv v , < 1l j −  и 
существует такое начало b  слова 1a  длины l , что ba  есть начало слова 1a  и 
под действием слова b  граф GΦ  из вершины 0v  попадает в вершину lv . То-
гда считаем, что все автоматы 1, , mC C  под действием входа a  переходят из 
«состояния», приписанного вершине v , в состояние, приписанное вершине 

1lv + , а их выходы совпадают с выходами «автомата» GΦ  при аналогичном 
переходе. Почти так же рассматриваем случай, когда = 1l j −  (остальные до-
пущения остаются в силе): здесь следующим состоянием будет состояние, 
приписанное вершине iv , а выход определяется выходом автомата GΦ  при 
переходе из вершины 1jv −  в вершину iv . 

Далее рассматриваем следующее слово 2a , соответствующую ему по-
следовательность (10), а также те вершины из последовательности (10) и 
наборы a , которые не были рассмотрены в случае слова 1a . Этот процесс 
продолжаем до исчерпания всех слов a  длины r . Отметим, что к одной и 
той же вершине v  в графе GΦ  можно прийти по различным путям (опреде-
ляемыми словами a ). Поэтому за счет состояний автоматов 1, , mB B  может 
возникнуть ситуация, когда для различных слов a  и одного и того же входа 
a  выход и следующая за вершиной v  вершина графа GΦ  будут определять-
ся по-разному. Однако из этой «противоречивой» ситуации мы выходим  
с помощью упорядочивания всех слов a  и определения следующих состоя-
ний и выходов автоматов 1, , mC C  в порядке рассмотрения слов a . 

Довольно очевидно, что указанной процедурой переходы и выходы ав-
томатов 1, , mC C  будут определены для всех «состояний» (наборов), припи-
санных вершинам множества Q . В самом деле, если v Q∈ , то для некоторого 
слова a  длины r  вершина v  появится в соответствующей последовательно-
сти (10). Если = lv v  и набор a  индуцирует переход из вершины lv  в верши-
ну 1lv +  (при = 1l j −  – в вершину iv ), то либо при рассмотрении слова a , 
либо на одном из предыдущих этапов для пары ( , )la v  в автоматах 1, , mC C  
будут определены следующее состояние и выходы. Если же для слова a  
сформулированное условие не выполняется, то необходимо рассмотреть сло-
во b , у которого начало длины l  совпадает с началом длины l  слова a ,  
а непосредственно следующим «символом» является набор a . Тогда для па-
ры ( , )la v  нужные параметры будут определены либо при рассмотрении сло-
ва b , либо на одном из предыдущих (по отношению к слову b ) этапов. 

Поскольку выходы у автоматов 1, , mC C  являются также выходами 
автоматов 1, , mB B , набор автоматов 1, , mC C  будет удовлетворять форму-
ле (2). Отметим еще, что в определении автоматов 1, , mC C  не будет проти-
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воречий, которые возможны из-за несовпадения автоматов, занимающих по-
зиции переменных 1, ,l ldl

α α , это вытекает из того, что определение авто-

матов 1, , mC C  базируется на имеющемся наборе автоматов 1( , , )mB B , 
удовлетворяющих формуле (2). 

Для завершения доказательства леммы остается из набора автоматов 
1( , , )mC C  «вычленить» отдельные инициальные автоматы iC . Для i -го ав-

томата достаточно выбрать выходные функции, относящиеся к i -м компо-
нентам состояний автоматов 1, , mC C . Если при этом функции переходов и 
выхода окажутся определенными не всюду, следует доопределить их произ-
вольным образом (это не скажется на истинности формулы (2), поскольку по-
добные доопределения не участвуют при рассмотрении набора автоматов 

1( , , )mB B ). Лемма доказана.  
Лемма 2. Пусть в графе GΦ  существует подграф ,G′  который удовле-

творяет следующим условиям: он содержит ровно одну начальную вершину 
графа ;GΦ  для каждой вершины v  и для любого набора a  в графе G′  имеет-
ся только одна дуга, выходящая из вершины v  и помеченная набором a . То-
гда граф G′  определяет набор конечных автоматов, который удовлетворяет 
формуле (2).  

Доказательство. То, что граф G′  удовлетворяет заключению леммы 2, 
почти очевидно: для любой бесконечной последовательности входов в графе 
G′  имеется единственный путь, который исходит из начальной вершины 
графа и отвечает данной последовательности. Кроме того, из определения 
графа GΦ  видно, что пройденные на этом пути состояния графа G′  обеспе-
чивают истинность формулы (2). Как и в лемме 1, чтобы на основе графа G′  
определить искомый набор инициальных автоматов, следует для каждого ав-
томата взять все множество состояний, которое имеется в графе G′ , и для  
i -го автомата набора «выделить» из состояний графа G′  только те функции 
выхода, которые относятся к рассматриваемому автомату. Если при этом 
функция выхода окажется не всюду определенной, то, как и в лемме 1, следу-
ет доопределить ее произвольным образом. Лемма доказана. 

Из лемм 1 и 2 вытекает следующее основное утверждение.  
Теорема. Задача выполнимости (по функциональным переменным) 

формулы (2) алгоритмически разрешима: для ее решения достаточно выяс-
нить, имеется ли в графе GΦ  подграф ,G′  удовлетворяющий условиям  
леммы 2. 
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П. А. Вельмисов, У. Д. Мизхер, Ю. А. Тамарова 

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ  
ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА В СТРУЙНЫХ ТЕЧЕНИЯХ1 
2 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Струйные течения жидкостей и газов применяются  

в различных областях техники как эффективные средства управления процес-
сами тепло- и массообмена, для интенсификации и стабилизации различных 
технологических процессов (например процесса размешивания, процесса го-
рения), как средство защиты различных конструкций от воздействия тепловых 
и других полей, для нанесения покрытий и др. Среди практически важных 
объектов исследования отметим также горелочные устройства, форсунки дви-
гателей, струйно-вихревые следы летательных аппаратов. Струйные течения 
применяются во многих отраслях техники и технологии, что делает задачу их 
исследования актуальной. Целью данной работы является изучение процессов 
тепломассопереноса в закрученных струях. 

Материалы и методы. Для решения задачи используется асимптотический 
метод, предполагающий разложение гидродинамических функций (составля-
ющих вектора скорости и давления) и температуры, удовлетворяющих систе-
ме уравнений Навье – Стокса для вязкой несжимаемой жидкости, в ряды  
по малому параметру. Решение полученной в первом приближении системы 
дифференциальных уравнений с частными производными отыскивается в ав-
томодельном виде, что приводит к исследованию системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений для функций, зависящих от автомодельной  
переменной. 

Результаты. Построено в первом приближении автомодельное решение 
задачи о распределении гидродинамических (составляющих вектора скорости 
и давления) и теплового (температуры) полей в осесимметричной тангенци-
ально закрученной струе вязкой несжимаемой жидкости. Представленный  
в статье материал дополняет известные ранее результаты расчетом теплового 
поля в струе. 

Выводы. На основе полученных асимптотических дифференциальных 
уравнений и автомодельных решений этих уравнений построены поля скоро-
стей, давления и температуры в тангенциально закрученной струе вязкой не-
сжимаемой жидкости. Показано, что на распределение теплового поля в струе 
уже в первом приближении оказывают влияние продольная и тангенциальная 
(вращательная) составляющие скорости. Указан способ уточнения построен-
ного решения. 

Ключевые слова: аэрогидродинамика, закрученная струя, вязкость, теп-
ломассоперенос, дифференциальные уравнения, асимптотическое разложение, 
автомодельное решение. 
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P. A. Vel'misov, U. D. Mizkher, Yu. A. Tamarova 

ASYMPTOTIC STUDY OF HEAT AND MASS  
TRANSFER PROCESSES IN JET FLOWS 

 
Abstract. 
Background. Jet streams of liquids and gases are used in various fields of tech-

nology as effective means of controlling the processes of heat and mass transfer, for 
intensifying and stabilizing various technological processes (for example, the stir-
ring process, the combustion process), as a means of protecting various structures 
from the effects of thermal and other fields, for applying coatings, etc. Among the 
practically important objects of research, we also note burners, engine nozzles, jet-
vortex traces of aircraft. Jet streams are used in many branches of engineering and 
technology, which makes the problem of their study urgent. The aim of this work is 
to study the processes of heat and mass transfer in swirling jets. 

Materials and methods. To solve the problem, the asymptotic method is used, 
which involves the expansion of hydrodynamic functions (components of the ve-
locity vector and pressure) and temperature, satisfying the system of Navier-Stokes 
equations for a viscous incompressible fluid, in series with respect to a small param-
eter. The solution of the obtained in the first approximation system of partial  
differential equations is sought in a self-similar form, which leads to the study of  
a system of ordinary differential equations for functions depending on the self-
similar variable. 

Results. In a first approximation, the self-similar solution to the problem of the 
distribution of hydrodynamic (components of the velocity and pressure vector) and 
thermal (temperature) fields in an axisymmetric tangentially swirling stream of a 
viscous incompressible fluid is constructed. The material presented in the article 
supplements the previously known results by calculating the thermal field in the jet. 

Conclusions. Based on the obtained asymptotic differential equations and self-
similar solutions of these equations, the fields of velocities, pressure and tempera-
ture are constructed in a tangentially swirling stream of a viscous incompressible 
fluid. It is shown that the longitudinal and tangential (rotational) velocity compo-
nents influence the distribution of the thermal field in the jet as a first approxima-
tion. The method for clarifying the constructed solution is indicated. 

Keywords: aerohydrodynamics, swirling jet, viscosity, heat and mass transfer, 
differential equations, asymptotic expansion, self-similar solution. 

Введение 
Струйные течения жидкостей и газов применяются в различных обла-

стях техники как эффективные средства управления процессами тепло- и 
массообмена, для интенсификации и стабилизации различных технологиче-
ских процессов (например процесса размешивания, процесса горения), как 
средство защиты различных конструкций от воздействия тепловых и элек-
тромагнитных полей, для нанесения покрытий и др. Среди практически важ-
ных объектов исследования отметим также горелочные устройства, форсунки 
двигателей, струйно-вихревые следы летательных аппаратов.  

Струи жидкостей и газов в технике формируются в основном источни-
ками-насадками конечных размеров с разнообразными распределениями 
начальных скоростей истечения в выходном сечении насадки. Большой класс 
течений составляют струи жидкостей и газов, характеризующиеся наличием 
продольного и поперечного градиентов давления (например струи, развива-
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ющиеся на криволинейных поверхностях, и закрученные струи). Расчет аэро-
динамических и тепловых характеристик перечисленных выше струйных те-
чений сводится к решению неавтомодельных задач. Однако одним из методов 
решения таких задач является метод асимптотического разложения скоро-
стей, давления и температуры в ряды по малому параметру, когда первым 
членом этого ряда служит автомодельное решение, под которым понимают 
решение задачи о струе-источнике. Автомодельные решения, особенно запи-
санные в аналитической форме, играют также важную роль при тестировании 
программ численного исследования сложных газодинамических потоков. 

В данной статье на основе полученных асимптотических дифференци-
альных уравнений и автомодельных решений этих уравнений построены поля 
скоростей, давления и температуры в тангенциально закрученной струе вяз-
кой несжимаемой жидкости. Показано, что на распределение теплового поля 
в струе уже в первом приближении оказывают влияние продольная и танген-
циальная (вращательная) составляющие скорости. Указан способ уточнения 
построенного решения. 

1. Вывод асимптотических уравнений 
Система уравнений Навье – Стокса, описывающая движение жидкости 

(газа) в модели вязкой несжимаемой среды, в цилиндрической системе коор-
динат имеет вид [1, 2]: 

 1 1
t x r x xx rr ru uu u P u u u

r
 + + ϑ = − + ν + + ρ  

,  (1) 

 2
2

1 1 1 1
t x r r xx rr ru w P

r r r
 ϑ + ϑ + ϑϑ − = − + ν ϑ + ϑ + ϑ − ϑ ρ  

,  (2) 

 2
1 1 1

t x r xx rr rw uw w w w w w w
r r r

 + + ϑ + ϑ = ν + + − 
 

,  (3) 

 1 0x ru
r

+ ϑ + ϑ = ,  (4) 

 ( ) 1
t x r xx rr rc T uT T T T T

rϑ
 ρ + + ϑ = λ + + + μΦ 
 

.  (5) 

Здесь ( , , )u x r t , ( , , )x r tϑ , ( , , )w x r t  – продольная (вдоль горизонтальной 
оси Ox ), поперечная (радиальная, перпендикулярная оси Ox ) и тангенциаль-
ная (вращательная) составляющие вектора скорости V


 жидкости; ( , , )T x r t  – 

температура; ρ , μ , /ν = μ ρ  – плотность, динамическая и кинематическая 
вязкости среды; cϑ , λ  – коэффициенты теплоемкости и теплопроводности 
среды; x , r  – координаты; t  – время, индексы снизу обозначают частные 
производные. Диссипативная функция Φ  определяется выражением [1, 2]: 

2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 x y z x yV V V V V
x y z y x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        Φ = + + + + +        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        
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2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ,x z y zV V V V
z x z y

∂ ∂ ∂ ∂   
+ + + +   ∂ ∂ ∂ ∂   

  (6) 

где ( )xV , ( )yV , ( )zV  – проекции вектора скорости V


 на оси декартовой систе-
мы координат x , y , z , при этом имеет место следующая связь между проек-
циями вектора скорости в декартовой и цилиндрической системах координат: 

( )xV u= , ( ) sin cosyV w= ϑ θ + θ ,  

( ) cos sinzV w= ϑ θ − θ , 

здесь dxu
dt

= , dr
dt

ϑ = , dw r
dt
θ= , при этом r , θ  – полярные координаты в 

плоскости, перпендикулярной оси Ox  ( siny r= θ , cosz r= θ ). 
Получим асимптотические уравнения для течений с малой радиальной 

составляющей ϑ  вектора скорости, используя метод малого параметра [3–5]. 
Положим 

 1
*

1
( , , ) k

k
k

u u x r t
∞

−

=
= ε , 1

*
1

( , , ) k
k

k
x r t

∞
−

=
ϑ = ε ϑ ε , 1

*
1

( , , ) k
k

k
w w x r t

∞
−

=
= ε ,  (7) 

1
0 *

1
( , , ) k

k
k

P P P x r t
∞

−

=
− = ε , 1

0 *
1

( , , ) k
k

k
T T T x r t

∞
−

=
− = ε , 

здесь *r r= ε , где ε  – малый параметр, определяющий порядок кинематиче-

ской вязкости ν  и коэффициента теплопроводности λ  ( 2
*,ν = ε ν  2

*
λ = ε λ
ρ

), 

при этом новая переменная *r  и постоянные *ν , *λ  являются величинами 
порядка единицы. 

Подставляя (7) в (1)–(4) и оставляя старшие по порядку члены, для че-
тырех функций 1u , 1ϑ , 1P , 1w  получим систему уравнений пограничного 
слоя: 

 
* * * *1 1 1 1 1 1 * 1 1

*

1 1
t x r x r r ru u u u P u u

r
 

+ + ϑ = − + ν + ρ  
, (8) 

 
*

2
1 1

*

1 1
rw P

r
= −
ρ

,  (9) 

 
* * * *1 1 1 1 1 1 1 * 1 1 1* * 2

*

1 1 1
t x r r r rw u w w w w w w

r r r

 
+ + ϑ + ϑ = ν + −  

 
,  (10) 

 
*1 1 1

*

1 0x ru
r

+ ϑ + ϑ = .  (11) 
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Аналогично, из (5) с учетом (6) при 0ε→  находим 

 ( )* * * * **

2
2

1 1 1 1 1 * 1 1 * 1 11
* *

1 1
t x r r r r rrc T u T T T T u w w

r rϑ

     + + ϑ = λ + + ν + −        
.  (12) 

2. Построение полей скоростей и давления 
Решение системы уравнений (8)–(11), соответствующее стационарному 

струйному течению, будем искать в виде рядов по обратным степеням x : 

( ) ( ) ( )1 2 3
1 * 1 2 3 ... ,u x f x f x f− − − = ν η + η + η +   

( ) ( ) ( )1 2 3
1 * 1 2 3 ... ,x g x g x g− − − ϑ = ν η + η + η +   

( ) ( ) ( )2 3 4
1 * 1 2 3 ... ,w x h x h x h− − − = ν η + η + η +   

 ( ) ( ) ( )2 4 5 6
1 * 1 2 3

1 ... ,P x H x H x H− − − = ν η + η + η + ρ
  (13) 

где * /r xη =  – автомодельная переменная. 
Подставляя разложения (13) в (8)–(11) и приравнивая суммарные коэф-

фициенты перед одинаковыми степенями x , получим систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений для if , ig , ih , iH  ( )1i = ÷∞ . В частности, 
оставляя в (13) по одному слагаемому, в первом приближении получим 

( )1 1 1 1 1 1
1 ,g f f f f f f′ ′ ′′ ′− + η = + η  2

1 1
1 ,h H ′=η  

( ) 2
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 ,g f f h h g h h h hη η

′ ′ ′′ ′− + η + = + −η  

 1 1 1 1
1 0.g g f f′ ′+ − − η =η   (14) 

Решения уравнений (14), соответствующие струйному течению, имеют 
вид 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )
2 2 212 24

1 1 1 12 2 2 3

12 2, , , ,
3

f g h H
γ η − γ ηγ γξη ξη = η = η = η = −

θ θ θ θ
  (15) 

где 2 211 4θ = + γ η , а γ , ξ  – произвольные постоянные, которые можно выра-

зить через импульс и момент количества движения струи. 

3. Исследование теплового поля 

Стационарное тепловое поле в переменных ( ),x η  согласно (12) описы-
вается уравнением 
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( )1 1 1 1 1xc u xT T Tϑ η η −η + ϑ =   

 ( ) ( )22* *1 1
1 1 1 1 1 .T T u w w

x xηη η η ηη η
 λ ν= + + + − 
 

  (16) 

Учитывая, что 1u , 1ϑ , 1w  имеют вид  

 ( )1
1 * 1u x f−= ν η , ( )1

1 * 1x g−ϑ = ν η , ( )2
1 * 1w x h−= ν η ,  (17) 

получим согласно (16), (15) для ( )1 ,T x η  уравнение  

( ) ( )2
* 1

1 1 1 12 *
2 x

c xT T T Tϑ
η ηη ηη

γ λ− ηθ − + =
νθ

 

 
2 4

8 2 6 2 2
* *6 2 6 4

1 14 .
x x

η η= γ ν + γ ξ ν
θ θ

  (18) 

Будем искать частное решение уравнения (18) в виде 

 ( ) ( ) ( )2 2 4
1 * 1 3,T x x F x F− − η = ν η + η  .  (19) 

Для функций ( )1F η , ( )3F η  получим обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения: 

 ( ) ( )2 2
8* 1

1 1 1 12 6*
4 4c F F F Fϑ

η
γ λ γ′ ′′ ′− + ηθ − + = γ

νθ θ
,  (20) 

 ( ) ( )2 4
6 2* 1

3 3 3 32 6*
8c F F F Fϑ

η
γ λ γ′ ′′ ′− + ηθ − + = γ ξ

νθ θ
.  (21) 

Введем новую независимую переменную: 

 
2 2

2 2

1
4

11 4
y

γ η
=
+ γ η

.  (22) 

Тогда уравнения (20), (21) примут вид 

 ( ) [ ] ( )34*
1 1 1 1

*

14 2 2 (1 ) (2 4 ) 16 1
2

c F yF y y F y F y yϑ
λ′ ′′ ′− + − − + − = γ −
ν

,  (23) 

 ( ) [ ] ( )22 2*
3 3 3 3

*

18 2 2 (1 ) (2 4 ) 16 1
2

c F yF y y F y F y yϑ
λ′ ′′ ′− + − − + − = ξ −
ν

.  (24) 

Решение уравнения (23) будем искать в виде многочлена: 

 2 3 4
1( )F y a by cy dy ey= + + + + .  (25) 
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Для коэффициентов a , b , c , d , e  получим систему уравнений 

4*

*

4* *

* *

4* *

* *

4* *

* *

*

*

5 3 4 ,

6 5 8 24 ,

6 8 9 48 ,

3 2 8 ,

4 ,

c e

c d e

c c d

c b c

ac b

ν

ν

ν

ν

ν

 λ − = − γ ν 
 λ λ − = + γ  ν ν 

 λ λ − = − γ ν ν 
 λ λ − = + γ  ν ν 


λ = − ν

  

из которой последовательно находятся e , d , c , b , a . 
Аналогично, решение уравнения (24) представим в виде 

 2 3 4
3( )F y a by cy d y ey= + + + + .  (26) 

Коэффициенты e , d , c , b , a  последовательно находятся из системы 
уравнений 

2*

*

2* *

* *

2* *

* *

* *

* *

*

*

5 4 4 ,

6 7 8 16 ,

6 12 9 16 ,

5 2 ,

8 .

c e

c d e

c c d

c b c

ac b

ν

ν

ν

ν

ν

 λ − = ξ ν 
 λ λ − = − ξ  ν ν 

 λ λ − = + ξ ν ν 
 λ λ − =  ν ν 


λ = − ν

 

Таким образом, распределение температуры в струе определяется фор-
мулой (19), где функции 1F , 3F  имеют вид (25), (26), а переменная y  опре-
деляется формулой (22). 

Замечания. 1. В статье рассматривается первое приближение (имеется 
в виду координатное разложение (13)) решения задачи о распределении гид-
родинамического и теплового полей в закрученной струе. Для построения 
второго и третьего приближений следует воспользоваться разложением (13) 
для составляющих вектора скорости и давления, при этом разложение для 
функции ( )1 ,T x η  следует задать в виде 



№ 2 (54), 2020                                 Физико-математические науки. Математика  

Physical and mathematical sciences. Mathematics 79

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 4
1 * 1 2 3, ...T x x F x F x F− − − η = ν η + η + η +  .  (27) 

2. Для решения различных тепловых задач для струйных течений 
функцию ( )1 ,T x η , удовлетворяющую уравнению (18), можно искать виде 

 ( ) ( ) ( )0 *
1 1 1, , ,T x T x T xη = η + η ,  (28) 

где ( )*
1 ,T x η  имеет вид (19), (25), (26), а ( )0

1 ,T x η  удовлетворяет уравнению 
(18) без правой части. В этом случае решение соответствующего однородного 
уравнения можно искать в виде 

 ( ) ( )0
1

1
, k

n

k
k

T x x Gλ

=
η = η ,  (29) 

где kλ  – произвольные постоянные, а функции ( )kG η  удовлетворяют урав-
нению 

( ) ( )2
* 1

2 *
2 0k k k k k

c G G G Gϑ
η

γ λ′ ′′ ′λ − ηθ − + =
νθ

, 1,2,....,k n= . 

Сумма (29) может содержать как конечное, так и бесконечное количе-
ство слагаемых. 

Аналогичные исследования для струйных течений вязкой несжимаемой 
жидкости, но без построения теплового поля, проводились в [6–10]. Постро-
енное решение задачи о струе можно уточнить как в смысле построения 
высших приближений координатных разложений (13), (27) (по координате 
x ), так и в смысле высших приближений асимптотических разложений (7) 
(по малому параметру ε ). 
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АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ  
ПРОИЗВОДНЫХ, СВЯЗАННЫХ С ОПЕРАТОРОМ  

РАССЕЯНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 
1 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Множества нелинейных уравнений в частных произ-

водных, обладающих парой Лакса, являются либо точно интегрируемыми, ли-
бо уравнениями, допускающими богатые классы точных решений. Наиболее 
интересны с практической точки зрения исследования, способствующие раз-
витию новых математических методов анализа нелинейных дифференциаль-
ных уравнений, в частности математической теории солитонов, которая имеет 
огромные перспективы в различных приложениях. Малоисследованным явля-
ется обширный класс нелинейных многокомпонентных уравнений, имеющих 
важность прикладного характера. Целью настоящей статьи является анализ 
такого типа нелинейных уравнений, в частности уравнения трехволнового 
взаимодействия, а также построение их точных решений. 

Материалы и методы. Анализ рассматриваемых нелинейных уравнений  
в частных производных, полученных при помощи операторного уравнения 
Лакса с дифференциальными операторами первого порядка и матричными ко-
эффициентами третьего порядка, выполняется с помощью замены перемен-
ных. Данный метод позволяет классифицировать их по главной линейной ча-
сти и привести исходные уравнения к более простому, эквивалентному виду, 
облегчающему дальнейшие исследования. Для отыскания точных решений 
применяется метод бегущих волн. 

Результаты. Исследуемые нелинейные уравнения в частных производных 
второго порядка с логарифмической нелинейностью относятся к классу уравне-
ний Клейна – Гордона и с помощью замены переменных их линейная часть пре-
образуется к гиперболическому виду. Найдены интегральные решения исследу-
емых уравнений в виде бегущих волн и решения, заданные неявно в виде ряда. 

Выводы. Результаты представляют интерес для изучения нелинейных диф-
ференциальных уравнений, обладающих парой Лакса, и могут использоваться 
при решении прикладных задач физики и техники. Данные результаты расши-
ряют область возможностей для изучения задач математической теории соли-
тонов и могут послужить основой для дальнейшего исследования и нахожде-
ния решений уравнений данного типа. 

Ключевые слова: нелинейные уравнения в частных производных, опера-
торное уравнение Лакса, пара Лакса, нелинейные гиперболические уравнения, 
решения в виде бегущих волн. 
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Abstract.  
Background. A plurality of nonlinear equations in partial derivatives having a 

Lax pair are either exactly integrable or equations that allow rich classes of exact so-
lutions. The most interesting studies from a practical point of view were the devel-
opment of new mathematical methods of analysis of non-linear differential equa-
tions, in particular, mathematical theory of solitons, which had huge prospects in 
various applications. Little research is the extensive class of nonlinear many-
component equations of applied importance. The purpose of this article is to analyse 
this type of nonlinear equations, in particular the equation of three-wave interaction, 
as well as the structure of their exact solutions. 

Materials and methods. Analysis of the considered nonlinear equations in the 
partial derivatives obtained by the Lax operator equation with first-order differential 
operators and third-order matrix coefficients is performed by variable substitution. 
This method allows them to be classified according to the main linear part and the 
initial equations to a simpler, equivalent species, which will be subject to further re-
search. The traveling wave method is used to find accurate solutions. 

Results. The studied nonlinear equations in the partial derivatives of the second-
row with logarithmic nonlinearity belong to the Klein-Gordon class of equations 
and by replacing the variables their li-nee part is transformed to the hyperbolic spe-
cies. Integral solutions of the studied equations in the form of traveling waves and 
solutions given implicitly in the form of a series have been found. 

Conclusions. The results are of interest for the study of nonlinear differential 
equations having a Lax pair and can be used in solving applied problems of physics 
and engineering. These results provide an area of opportunity for studying problems 
of mathematical theory of solitons and can serve as a basis for further research and 
finding solutions to equations of this type. 

Keywords: nonlinear equations in partial derivatives, Lax operator equation, 
Lax pair, nonlinear hyperbolic equations, solutions in the form of traveling waves. 

Введение 
Большинство нелинейных уравнений в частных производных, описыва-

емых и исследуемых методами солитонной математики, получены с помо-
щью операторного уравнения Лакса или уравнения нулевой кривизны, кото-
рые являются условием совместности пары линейных дифференциальных си-
стем [1–3]. Всестороннее и углубленное изучение показало случай, когда для 
получения таких уравнений применялись системы второго порядка [4–7]. 
Менее исследован случай, когда размерность систем n ≥ 3, который зачастую 
ведет к сильно переопределенным условиям [8]. Малоизучен класс нелиней-
ных многокомпонентных уравнений, имеющих важность прикладного харак-
тера [9–12]. В работе [13] показана возможность использования линейных си-
стем третьего порядка для получения нелинейных уравнений в частных про-
изводных, связанных с теорией солитонной математики, на случай много-
компонентных нелинейных уравнений, в частности уравнений трехволнового 
взаимодействия. В настоящей работе проведен анализ уравнений, получен-
ных в работе [13], а также найдены некоторые точные решения в виде бегу-
щих волн. 

1. Материал и методика 
Идея, лежащая в основе работы Лакса [14], заключается в том, что не-

линейное уравнение 
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[ ], ,tL L A LA AL= = −  

где [ ],L A LA AL= −  – коммутатор операторов L и A, L и A – операторная пара 
Лакса, эквивалентно системе линейных уравнений: 

,Lϕ = μϕ  
,t Aϕ = − ϕ  

где L и A – линейные дифференциальные операторы. Для оператора L постав-
лена спектральная задача (ϕ  – собственная функция, μ  – собственное значе-
ние оператора L), оператор A определяет эволюцию собственных функций по 
времени. 

В работе [13] авторами показано, что уравнение Лакса сводится к си-
стеме девяти уравнений, порядок которой можно понизить и свести к одному 
нелинейному уравнению в частных производных. В работе продемонстриро-
ваны примеры вывода нелинейных уравнений в частных производных и 
определение их пары Лакса в двух случаях: когда главный дифференциаль-
ный коэффициент рассматривается в виде нижнетреугольной матрицы и в 
случае, если постоянная матрица имеет диагональный вид. В результате по-
лучены нелинейные уравнения в частных производных второго порядка с ло-
гарифмической нелинейностью.  

Рассмотрим следующие уравнения: 
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где ,ijα  ijβ  – параметры квадратных матриц третьего порядка ( ) ,ijα = α  

( ) ,ijβ = β  , 1,2,3,i j =  операторов L и A в уравнении Лакса соответственно, 

, , constij ij kα β − . 

2. Анализ гиперболических уравнений 
Уравнения (1)–(6) относятся к классу уравнений Клейна – Гордона [15]: 

( , , )xt t xu F u u u= . 

Утверждение 1. Уравнение (1) с помощью замены переменных  

31 11 31 32 21 11( , ) ( , ), (2 ) , 2 ,u x t u x k t x k t→ ξ η ξ = α − α α −α α η = − α  

преобразуется к гиперболическому виду 

 32 21

11
[1 2ln ] 0

8
u u u uξ ηξ

α α
+ − =

α
.  (7) 

Доказательство. Перейдем в (1) в линейной части к переменным х, t, 
используя представление дифференциального оператора 

 112k
x t z
∂ ∂ ∂α + =
∂ ∂ ∂

,  (8) 

а нелинейную часть оставим без изменения, тогда уравнение перепишется  
в виде 
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Линейная часть вторых производных с постоянными коэффициентами 
может быть преобразована к одному из канонических видов с помощью ха-
рактеристик. Составим характеристическое уравнение для линейной части: 

2
32 21 31

11 31 32 21 31
11 11

(2 ) 2 0
2 2

dt dtk
dx dx k

 α α α α α −α α − α − + =   α α   
, 

имеются две действительные характеристики 

31
1 2

11 31 32 21 11

1, .
(2 ) 2

xt C t x C
k k

α
− = − =

α α −α α α
 

Следовательно, замена переменных приведет уравнение к гиперболиче-
скому виду. Выполним замену: 

31 11 31 32 21 11( , ) ( , ), (2 ) , 2 .u x t u x k t x k t→ ξ η ξ = α − α α −α α η = − α  
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31 11 31 32 21 11, (2 ) 2 ,x tu u u u k u k uξ η ξ η= α + = − α α −α α − α  

( )231 312 ,xxu u u uξξ ηξ ηη= α + α +  

31 11 31 32 21 11 31 32 21 11(2 ) (4 ) 2 ,xtu k u k u k uξξ ηξ ηη= −α α α −α α − α α −α α − α  

2 2 2 2
11 31 32 21 11 11 31 32 21 11(2 ) 4 (2 ) 4( ) ,ttu k u k u k uξξ ηξ ηη= α α −α α + α α α −α α + α  

и уравнение примет вид 
2

32 21
11 31 11 31 32 212

11
[1 2ln ][2 { } (2 )

4
u u k u u k uξ η ξ

 α α
+ α α + − α α −α α −  α 

 

( )211 11 31 32 21 31 312 ] (2 )[ 2 ]k u k u u uη ξξ ηξ ηη− α + α α −α α α + α + +  

32 21
31 31 11 31 32 21

11
2 (2 )

2
k uξξ

 α α + α − −α α α −α α −  α 
 

31
11 31 32 21 11

11
(4 ) 2

2
k u k u

kηξ ηη
α− α α −α α − α + × α

 

2 2 2 2
11 31 32 21 11 11 31 32 21 11(2 ) 4 (2 ) 4( ) 0;k u k u k uξξ ηξ ηη × α α −α α + α α α −α α + α =   

( )211 31 32 21 31 31 11 31 32 21 31: (2 ) (2 ) 0,u k kξξ α α −α α α − α α α −α α α =  

( )11 31 32 21 11 31 32 21: (2 ) 2 0,u k kηη α α −α α + − α α + α α =  

2
2 32 21

31 11 31 32 21 11 31 32 21
11 11

( ): 4 (2 ) (4 ) ,
2 2

kku kηξ
α α

α α α −α α − α α −α α = −
α α

 

после сокращения на 
2

32 21

11

( )
2

k α α
α

 уравнение примет гиперболический вид 

(7). Теорема доказана. 
Следствие 1. Уравнение (7) при замене функции 

 ( , )( , ) vu e ξ ηξ η = ,  (9) 

где ( , )v ξ η  – новая неизвестная функция, примет вид 

 32 21

11
[1 2 ]

8
vv e v v v vηξ ξ ξ η

α α
= + −

α
.  (10) 

Уравнение (2) уже имеет канонический вид гиперболического типа, так 
как оператор (8) задает переход от независимых переменных х, t к перемен-
ным z, t: 

11( , ) ( , ), 2 .u x t u z t z x k t→ = − α  
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Аналогичные рассуждения относятся и к уравнению (3). 
Лемма. Уравнения (2), (3) имеют канонический вид гиперболического 

типа. 
Утверждение 2. Уравнение (4) с помощью замены переменных  

31 11 31 32 21 11( , ) ( , ), (2 ) , 2 ,u x t u x k t x k t→ ξ η ξ = α − α α −α α η = − α  

преобразуется к гиперболическому виду 

 ( ) 2ln ( ) 0a b u u uξ ξη+ − = ,  (11) 

где 
2
31 32 21 32 21

3 411 32 21 11 11

1 ,
2 8 8

a b
 α α α α α

− = =  α α α α α 
. 

Доказательство проводится аналогично теореме 1. 
Следствие 2. Уравнение (11) при замене функции (9) примет вид 

 ( ) vv a bv e v v vηξ ξ ξ η= + − .  (12) 

Уравнение (5) в переменных х, t имеет вид 

 221
11 11 11

11
[2 ] 3( ) (ln ) 4 (ln ) (ln ) 0

2 x t xx xt tt
k k u u k u k u uα α + + α + α + =

α
.  (13) 

Утверждение 3. Уравнение (13) с помощью замены переменных  
( , )

11 11( , ) , , 3 ,vu x t e k t x k t xξ η→ ξ = α − η = α −  

преобразуется к гиперболическому виду: 

 21
2
11

[ ]
8

vv e v vηξ η ξ
α= −
α

.  (14) 

Доказательство. Выполним в уравнении (13) замену функции так, что-
бы вторые производные давали линейную часть, т.е. 

( , )( , ) vu x t e ξ η→ , 

где ( ( , ), ( , ))v x t x tξ η  – новая неизвестная функция, а новые переменные ,ξ η  
преобразовывали эту линейную часть к одному из канонических видов. Для 
этого составим характеристическое уравнение для линейной части 

2
2

11 113( ) 4 1 0dt dtk k
dx dx

 α − α + = 
 

, 

и вычислим характеристики 

1 2
11 11

1 1,
3

t x C t x C
k k

− = − =
α α

. 

Так как получены две действительные характеристики, то уравнение 
приведется к гиперболическому типу. Замена переменных 
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( , )
11 11( , ) , , 3 ,vu x t e k t x k t xξ η→ ξ = α − η = α −  

11 11, 3 ,x tv v v v k v k vξ η ξ η= − − = α + α  

2 2 2
11 11 11( ) 6( ) 9( ) , 2 ,tt xxv k v k v k v v v v vξξ ηξ ηη ξξ ηξ ηη= α + α + α = + +  

11 11 114 3 ,xtv k v k v k vξξ ηξ ηη= − α − α − α  

после подстановки в уравнение (13) даст равенство (14). 
Утверждение 4. Уравнение (6) с помощью замены переменных  

( , )
22( , ) , , ,vu x t e x t t tξ η→ ξ = −β =  

преобразуется к гиперболическому виду 
v v

t tv e v e v−
ξ ξ= − . 

Доказательство теоремы проводится аналогично. 

3. Построение точных решений в виде бегущих волн 
Решения вида бегущих волн называются решениями вида 

 ( )( , )v fξ η = ζ , ζ = γξ + η ,  (15) 

где величина γ  играет скорость распространения волны [16, 17]. 
Профили решений вида бегущей волны в различные моменты времени 

образуются друг из друга преобразованием сдвига. Нахождение решений  
в виде бегущих волн выполняется прямой подстановкой выражения (15) и 
частных производных функции ( , )v ξ η  в исходное уравнение. 

Для уравнений (10), (12), (14) будем искать решение в виде функции 
(15). Выразим частные производные функции ( , )v ξ η  и подставим в (12): 

 2[ ] ( )ff e a bf f f′′ ′ ′= + − .  (16) 

Так как равенство не содержит независимой переменной в явном виде, 
то его порядок можно понизить, положив: f  – новая независимая переменная, 

( )f p f′ =  – новая функция, тогда (16) сведется к уравнению первого порядка 

2[ ]fpp e a bf p p′ = + − , 

или при условии, что 0p ≠ , получаем линейное уравнение 

[ ]fp e a bf p′ = + − . 

Его решение: 

[ ] 1
1( ) 2 2
4

f fp f e a bf b C e−= + − + , 

где 1C  – произвольная постоянная.  
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Решение исходного уравнения определим из обращения следующего 
интеграла: 

 
[ ] 22

1
4

2 2

f

f
e df C

e a bf b C
= γξ + η+

+ − + ,  (17) 

где 2C  – постоянная интегрирования. 
Утверждение 5. Уравнение (12) имеет решение в виде бегущих волн 

(15), получаемое из обращения интеграла (17), где 1 2, ,C Cγ  – постоянные ин-
тегрирования. 

Следствие 3. Уравнение (10) имеет решение в виде бегущих волн (15), 
получаемое из обращения интеграла  

 ( )32 21
22 111 8

f

f
e df C

e f C
α α

= γξ + η +
α+ ,  (18)  

где 1 2, ,C Cγ  – постоянные интегрирования. 
Если в (18) постоянная интегрирования 1 0C = , то интеграл сводится  

к известному виду 
aye dy
y . 

Определенный интеграл 

( )
x te dt Ei x

t
−∞

=  

называется интегральной показательной функцией. Интеграл расходится  
в точке 0,t =  в этом случае под ( )Ei x  понимается главное значение несоб-
ственного интеграла: 

1
( ) ln ,

!

n

n

xEi x C x
n n

∞

=
= + +

⋅  

1

1lim ln ,
n

n k
C n

k→∞ =

 
 = −
 
 
  

где С – постоянная Эйлера. 
Утверждение 6. Уравнение (10) имеет решение, заданное неявно в виде 

ряда  

( )32 21
2

111

( )ln ,
! 8

n

n

vv C
n n

∞

=

α α−+ = γξ + η +
⋅ α  

где постоянная ;γ  2C  – произвольные постоянные.  
Доказательство. Выполним простую проверку, для этого выразим из 

(10) производные , ,v v vξη ξ η : 
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1
32 21

111

1 ( )
! 8

n

n

vv
v n

∞ −

ξ
=

  α α−
 + = γ
  α 

 , 

в левой части вынесем дробь 1 / v  за скобки и заменим полученную сумму 
показательной функцией 

1

1 ( ) 11 ,
!

n
v

n

vv v e
v n v

∞
−

ξ ξ
=

 −
 + =
 
 
  

в результате получим vξ : 

 32 21

118
vv veξ

α α
= γ

α
.  (19) 

Аналогичные действия приводят к vη : 

 32 21

118
vv veη

α α
=

α
.  (20) 

Продифференцируем (20) еще раз по переменной ξ , тогда 

32 21

11
( 1) ,

8
vv v e vηξ ξ

α α
= +

α
 

выполняя замену (19), получим 
2

232 21

11
( 1)

8
vv v veηξ

 α α
= γ + α 

. 

Подставим найденные производные в уравнение (10), имеем 

( )
2

232 21 32 21 32 21

11 11 11
( 1) [1 2 ]

8 8 8
v v v vv ve e v ve ve

 α α α α α α
γ + = + − γ α α α 

. 

Очевидно, что равенство выполняется тождественно. 
Следствие 4. Уравнение (12) имеет решение в виде бегущих волн (15), 

получаемое из обращения интеграла 

( )
1
2 2

1

2 ( 1) 2ln 2 ,
2 ! 2

a
b

nn

n

a b a bv v be C
b n n b

∞ −

=

− − − + + + = γξ + η + ⋅  
  

где 2,Cγ  – постоянные интегрирования. 
Утверждение 7. Уравнение (14) имеет решение в виде бегущих волн (15) 

1 21
2
11

[1 ][ ]
8

1 1
2

1( , ) ln [ ] ln ,

C

v C C e
C

α −γ γξ+η
γαξ η = + γξ + η − −  

где 1 2, ,C Cγ  – постоянные интегрирования. 
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Заключение 
Результаты исследований представляют интерес для изучения нелиней-

ных дифференциальных уравнений в частных производных, обладающих па-
рой Лакса, и могут использоваться при решении прикладных задач физики и 
техники. Данные результаты расширяют область возможностей для изучения 
задач математической теории солитонов и могут послужить основой для 
дальнейшего исследования и нахождения решений рассматриваемых уравне-
ний и других уравнений солитонного типа. 
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В. М. Журавлев 

ОБ ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ИНТЕГРИРУЕМОЙ  
МОДЕЛИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ВОЛН1  

2 
Аннотация.  
Актуальность и цели. В работе метод функциональных подстановок при-

меняется к матричной системе первого порядка и выводятся соответствующие 
уравнения волновой динамики. Целью работы является вывод и анализ новой 
интегрируемой системы взаимодействия волн типа Бюргерса.  

Материалы и методы. Основным методом, который используется в рабо-
те, является метод функциональных подстановок в матричной форме. Общий 
вид матричных уравнений представлен для произвольной конечной матричной 
размерности. Детальный анализ уравнений в покомпонентной форме пред-
ставлен для размерности матриц 2×2. 

Результаты. Получена новая интегрируемая система взаимодействия 
волн. Для размерности 2×2 выписаны уравнения в покомпонентной форме. 
Построена редуцированная система, подобная системе трехволнового взаимо-
действия. Найден общий вид точных решений для редуцированной системы. 
Приведены конкретные примеры вещественных несингулярных решений. 

Выводы. С помощью метода функциональных подстановок найдена новая 
интегрируемая система взаимодействия волн, полезная для практического ис-
пользования в прикладных задачах. 

Ключевые слова: метод функциональных подстановок, интегрируемые 
матричные уравнения, взаимодействие волн. 

 
V. M. Zhuravlev  

ON ONE NONLINEAR INTEGRABLE  
MODEL OF WAVE INTERACTION 

 
Abstract.  
Background. In this work, the functional method is applied to a first-order 

matrix system and the corresponding equations of wave dynamics are derived. The 
aim of the work is the conclusion and analysis of a new integrable Burgers-type 
wave interaction system. 

Materials and methods. The main method used in this work is the method of 
functional permutations in matrix form. The general form of matrix equations is 

                                                           
1 Работа выполнена в рамках проекта FSSS-2020-0018, финансируемого из средств гос-

ударственного задания победителям конкурса научных лабораторий образовательных органи-
заций высшего образования. 

2 © Журавлев В. М., 2019. Данная статья доступна по условиям всемирной лицензии Creative Commons 
Attribution 4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), которая дает разрешение на 
неограниченное использование, копирование на любые носители при условии указания авторства, источника 
и ссылки на лицензию Creative Commons, а также изменений, если таковые имеют место. 
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presented for an arbitrary finite matrix dimension. A detailed analysis of the equa-
tions in an exploded form is presented for the dimension of 2×2 matrices. 

Results. A new integrable system of wave interaction is obtained. For dimension 
2×2, the equations are written in component form. A reduced system is constructed, 
like a three-wave interaction system. The general form of exact solutions for the 
reduced system is found. Concrete examples of real non-singular solutions are 
given. 

Conclusions. Using the method of functional substitutions, a new integrable system 
of wave interaction was found, which is useful for practical use in applied problems. 

Keywords: functional permutation method, integrable matrix equations, wave 
interaction. 

Введение 
В статьях [1, 2] был разработан метод функциональных подстановок 

(МФП), который позволяет строить нелинейные интегрирумые модели вол-
новой динамики, полезные в целом ряде прикладных задач. Общее описание 
метода вместе с рядом примеров приведены в работе [5]. Матричный вариант 
МФП позволил (см. [3–5]) получить ряд полезных и нетривиальных моделей, 
подобных известным моделям типа нелинейного уравнения Шредингера 
(НУШ). В частности, в [4, 5] был развит метод многофункциональных под-
становок, включающий в себя (как частный случай) и классический метод 
обратной задачи (МОЗ) [6, 7]. В настоящей работе приводится пример при-
менения матричного варианта МФП к задачам волновой динамики, который 
частично был приведен в [5]. Приведенный пример может быть рассмотрен с 
двух точек зрения. Это теория неоднородных магнетиков [8] и теория взаи-
модействия волн, имеющая различные приложения. Также полностью приво-
дится процедура вывода уравнений модели как в форме, близкой к уравнени-
ям Ландау – Лифшица [8], которые используются в теории магнетиков, так и 
в форме уравнений, подобных теории трехволнового взаимодействия. Произ-
водится редукция уравнений системы к моделям, которые легче интерпрети-
ровать с точки зрения прикладных задач. Также приводятся решения вспомо-
гательного матричного уравнения, которые позволяют строить различные ва-
рианты нелинейных моделей. 

1. Метод матричных функциональных подстановок 
Матричный вариант МФП [1–5] в размерности 1+1 строится на основе 

двух исходных соотношений, называемых базовыми, для одной вспомога-
тельной матричной функции ˆ( , )T x t  произвольной матричной размерности 
n n×  с элементами, зависящими от двух независимых переменных x  и t . Ба-
зовые соотношения могут иметь несколько различных форм [1, 2, 5]. Выбор 
той или иной формы определяется в первую очередь тем, как эти базовые со-
отношения связывают вспомогательную функцию ˆ( , )T x t  с набором базовых 
функциональных параметров и вспомгательными уравнениями, которые,  
в конечном счете, и определяют форму искомых нелинейных уравнений. 
Простейшей формой базовых соотношений являются соотношения первого 
порядка следующего вида:  

 ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,ˆx tT AT T BT= =  (1) 
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где ˆ( , )A x t  и ˆ( , )B x t  – комплексные матричные функции той же размерности 
n n× , которые называются коэффициентами базовых соотношений. Если 
функция ˆ( , )T x t  задана, то функциональные параметры ˆ( , )A x t  и ˆ( , )B x t  одно-
значно выражаются через саму функцию T̂  и ее производные:  

 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .ˆx tA T T B T T− −= =  (2) 

Эти соотношения представляют собой обобщенные дифференциальные 
подстановки и, в частном случае [2], совпадают с подстановкой Коула – Хопфа. 
С другой стороны, требование, что функция ˆ( , )T x t  одновременно обращает в 
тождество два уравнения (1), накладывает на функции ˆ( , )A x t  и ˆ( , )B x t  огра-
ничение, которое можно выразить в форме одного матричного уравнения:  

 ˆ ˆ[ , ] 0,ˆ ˆt xA B A B− + =  (3) 

совпадающего по форме с уравнением Захарова – Шабата в теории МОЗ [6], 
но имеющего несколько иной смысл, поскольку не содержит в явном виде 
спектрального параметра. 

При выполнении (3) все производные функции T̂  можно выразить че-
рез саму функцию T̂ :  

[ , ] [ , ]ˆˆ ,ˆ ˆ
n k

n k n k
n kT T A T

x t

+∂= =
∂ ∂

 

где матричные функции [ , ]ˆ n kA  могут быть вычислены рекуррентно по фор-
мулам:  

 [ , ][ 1, ] [ , ] [ , ] [ , 1] [ , ]ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0,1ˆ ˆ ˆ ,ˆ n kn k n k n k n k n k
x tA A A A A A A B k+ += + = + = … ,  (4) 

с начальными условиями:  
[1,0] [0,1],  ˆ ˆ .ˆ ˆA A A B= =  

К базовой системе (1) можно добавить произвольное интегрируемое 
уравнение для T̂ . В качестве такого интегрируемого уравнения проще всего 
использовать линейное уравнение с постоянными коэффициентами ,ˆ

n kC  ко-
нечного порядка L :  

 [ , ]
,

0 0
0ˆ .ˆ

L L
n k

n k
k k n

C T
= + =

=    (5) 

Эти уравнения, называемые в дальнейшем вспомогательными, в итоге 
с помощью соотношений (2) и (4) после исключения из них всех производ-
ных функции T̂  и ее самой превращаются в нелинейные уравнения, относи-
тельно элементов матричных функций ˆ ˆ,A B :  

 [ , ]
, 00

0 1
0.ˆ ˆ ˆ

L L
n k

n k
k k n

C A C
= + =

+ =    (6) 
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Вспомогательное уравнение в форме (6) вместе с уравнением (3) и си-
стемой равенств (4) образуют замкнутую систему относительно элементов 
двух функций ˆ ˆ,A B . 

2. Матричные модели первого порядка  

Рассмотрим вспомогательное уравнение для T̂  следующего вида:  

 ( , ) ( ,ˆˆ ˆ ˆ ) ,ˆt xT H x t T Q x t T= +   (7) 

где ˆ ( , )H x t  и ˆ ( , )Q x t  – некоторые заданные матрицы координат и времени. 
Используя базовые соотношения (1), получаем из этого уравнения следствие 
в виде уравнения связи:  

 ˆ ˆ.ˆ ˆB HA Q= +   (8) 

Подставляя это соотношение в уравнение связи (3), находим:  

 ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ [ ]ˆ, .tA HA Q A HA Q
x

∂= + − +
∂

  (9) 

Это уравнение полезно преобразовать к следующему виду:  

[ , ] [ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ , ] 0.ˆt x x xA HA A H A A Q H A Q− + + − − =  

Такое уравнение является нелинейным уравнением первого порядка 
относительно матрицы Â  с квадратичной нелинейностью и произвольными 
матрицами Ĥ  и Q̂  как функциями x  и t . В частном случае:  

( ), ˆ ( )ˆˆ ˆH H t Q Q t= = , 

уравнение (9) упрощается и принимает такой вид:  

 ˆ ˆ[ , ] [ , ] 0.ˆ ˆ ˆˆ ˆt xA HA A H A A Q− + + =   (10) 

 Это уравнение имеет квадратичную нелинейность и может иметь не-
сколько интерпретаций в зависимости от выбора его коэффициентов Ĥ  и Q̂ , 
а также матричной размерности. Далее мы будем рассматривать уравнения, 
соответствующие матричной размерности 2 с матрицами Ĥ  и Q̂ , зависящи-
ми только от t , или постоянными матрицами. 

3. Уравнение типа Ландау – Лифшица 
В качестве основного примера рассмотрим уравнение (10) в матричной 

размерности 2 2×  для выбора его матричных коэффициентов в следующем 
виде (см. приложение):  

 0 0 0( ) ( , ), ( , ) ( ,ˆˆ .ˆ ˆˆ )ˆH p t Q q x t= σ + = σ +H s Q s   (11) 

Здесь введены трехмерные векторы:  

1 2 3 1 2 3( ( ), ( ), ( )),   ( ( ), ( ), ( )).H t H t H t Q t Q t Q t= =H Q  
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Используя соотношения (32) (см. приложение), можно записать:  

0 0, 0,(( , ) ) ( ,[ ]) ( , ) (ˆˆ ˆ ˆˆ , )ˆ ,x x x x xHA pa i s a p= σ + + × + +H a H a H s a s  

 [ , ] 2 ( ,[ ,ˆ )ˆ ˆ ]H A i= ×s H a   (12) 

0[ , ] 2 ( ,[ ]) 2( ,[[ ] ]ˆ ),ˆˆ ˆ ˆA H A i a= − × + × ×s H a s H a a  [ , ] 2 ( ,[ .ˆ )ˆ ˆ ]A Q i= ×s a Q  

В результате (10) приводим к следующей системе уравнений для ком-
понент матрицы Â :  

 0 0, 0,( , ) ,x xa pa q
t x

∂ ∂= + −
∂ ∂

H a   (13) 

[ ] [ ] [ ] 0 0,2 2t x xi i a a = × − × × + × + − a H a H a a H a H [ ] 2 .i p× −a Q a  

Полагая: 0 xa = ϕ , эту систему уравнений можно преобразовать к виду  

 0 0 0, ( , ) ,x ta pa q= ϕ ϕ = + +H a   (14) 

[ ] [ ] [ ]2 2t x x xxi i = × − × × + × ϕ + ϕ + a H a H a a H a H [ ]2 .i p× −Q a a  

Система уравнений (14) представляет собой уравнение типа Ландау – 
Лифшица [8] для неоднородного магнетика, находящегося в однородном пе-
ременном магнитном поле с напряженностью H  и c некоторыми дополни-
тельными переменными Q  и ϕ . Физический смысл этих переменных для за-
дач с магнетиками требует отдельного анализа. Хотя это уравнение и отлича-
ется от уравнения Ландау – Лифшица для нелинейного магнетика Гейзенбер-
га [8], тем не менее оно может быть использовано для анализа других типов 
магнетиков. 

4. Редуцированная система 
Для целей данной работы представляет интерес интерпретация системы 

уравнений (13) с точки зрения их использования в нелинейной волновой ди-
намике. Для преобразования этой системы к нужному виду рассмотрим част-
ный случай, соответствующий выбору:  
 1 2 3(0,0, ), ( , , ),c q q q= =H Q   (15) 

где 1 2 3, , ,c q q q , а также 0,p q  – комплексные постоянные. Тогда система 
уравнений (13) может быть записана в такой форме:  

3 ,t xp a cϕ − ϕ =  

 2 2
3, 1 2 3, 1 2 2 12 ( ) 2 ( ),t x xxa c a a pa c i a q a q= + + + ϕ + −   (16) 

1, 1, 2, 3 1 2 2 3 3 22 2 2 ( ),t x x xa pa ica a a c ica i q a q a− = − − − ϕ + −  

2, 2, 1, 3 2 1 3 1 1 32 2 2 ( ).t x x xa pa ica a a c ica ic q a q a− = − + ϕ + −  

Делая подстановку 1
3 ( )t xa p c−= ϕ − ϕ  и вводя функции 1 2A a ia± = ± , 

приходим к следующей системе уравнений:  
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2 2 22 ( ) 2 ( ),tt xt xxp c p c A A c r A r A+ − + − − +ϕ − ϕ − − ϕ = + −  

 3( ) 2 ( ( ) ) 2 ( ) 0.t x t x t xA c p A A c p q r p± ± ± ±+ − + ϕ + − ϕ + − ϕ − ϕ =   (17) 

Здесь введено дополнительно обозначение: 1 2( ) /r q iq c± = ± . 

5. Приведение к стандартному виду 
Система уравнений (17) представляет собой гиперболическую систему 

уравнений взаимодействия волн, напоминающую модель генерации второй 
гармоники в трехволновом взаимодействии [6, 7]. Система уравнений (17) 
имеет несколько редукций, которые интересны сами по себе. Запишем эти 
уравнения в новых координатах, полагая ,x ut x vtξ = − η = −  и, таким обра-
зом приводя систему к каноническому виду гиперболической системы. Усло-
вия обращения в ноль коэффициентов при производных ξξϕ  и ηηϕ  имеют 
без ограничения общности следующий вид:  

 | |, | | .u p c v p c= − = +   (18) 

Полагая 0c ≠ , приводим первое уравнение системы (17) к виду  

 12 ( ) 0.A A r A r A
c

+ − − + + −
ξηφ + + − =  

Второе уравнение системы (17) при этом оказывается таким:  

( ) ( ) ( ) ( ) 32c c A c c A A c c c c q± ± ±
τ ξ τ ξ + + − + + ϕ + − ϕ + −    

 ( )2 0.c r±
ξ η− ϕ − ϕ =   (19) 

Два варианта выбора 0c >  и 0c <  симметричны по отношению к за-
мене переменных τ → ξ  и наоборот:  

 3(2 / | |) 2 ( ) 0, 0A A q c r c± ± ±
τ τ ξ τ+ ϕ + − ϕ − ϕ = > ,  (20) 

 3(2 / | |) 2 ( ) 0, 0.A A q c r c± ± ±
ξ ξ τ ξ+ ϕ − − ϕ − ϕ = <   (21) 

Поэтому достаточно рассматривать только один из этих вариантов. Для 
определенности будем полагать 0c > . 

5.1. Редукция к уравнению Лиувилля 

Полагая 0r± = , полученную систему можно привести к хорошо из-
вестному уравнению Лиувилля. При такой редукции второе уравнение систе-
мы (17) при 0c >  имеет явное общее решение следующего вида:  

ln 2 ln ( ),A + ϕ = −γτ + ψ ξ  

где 3 / | |q cγ =  и ( )x ctψ −  – некоторая комплекснозначная функция одного 
вещественного аргумента. В результате первое уравнение системы (17) (при 

0c > ) примет такой вид:  
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 4 21 | ( ) | .
2

e e− ϕ −γτ
ξτϕ = − ψ ξ   (22) 

В случае, если ( , )ϕ ξ τ  – вещественная функция, проводя замену пере-

менных 2| ( ) | ,dX d dT e d−γτ= ψ ξ ξ = τ , уравнение (22) приводим к уравнению 
Лиувилля:  

41 .
2XT e− ϕϕ = −  

Эта редукция показывает, что полученная система в общем виде по-
добна уравнениям взаимодействия волн в среде с квадратичной нелинейно-
стью. Для сравнения можно вспомнить уравнения генерации второй гармо-
ники [7]:  

2
1 2, .t x t xP uP PQ Q vQ P+ = δ + = δ  

Исключая из системы функцию Q  с помощью первого уравнения этой 
системы, приходим к одному уравнению:  

2Φ1 2
2Φ .

( )
e

u v
−

ξτ
δ δ=
−

 

5.2. Обобщенное уравнение типа Лиувилля 

Приведем теперь в общем виде систему (17) к одному уравнению отно-
сительно функции ϕ . Решая пару уравнений (20) при 0r± ≠  при 0c >  отно-

сительно A± , находим:  

2 2( )  .A C r r e d e± ± ± ± ϕ − ϕ ∂= ξ − + τ ∂ξ  , 

здесь ( )C+ ξ  и ( )C− ξ  – постоянные интегрирования по переменной τ . Под-
ставляя эти соотношения в первое уравнение, приходим к одному уравнению 
для ϕ :  

( )( ) 42 ( ) ( )C r r R C r r R e+ + + − − − − ϕ
ξτϕ = ξ − + ξ − + −  

 ( ) 2( ( ) ) ( ( ) ) ,r C r r R r C r r R e+ − − − − + + + − ϕ− ξ − + − ξ − +   (23) 

где 2 .R e dϕ∂= τ
∂ξ   

Полагая в этом уравнении constC r± ±= = , приходим к более упро-
щенной форме общего уравнения (23):  

2 4 22 , 2 .r r R e R e+ − − ϕ ϕ
ξτ τ ξϕ = = ϕ  



№ 2 (54), 2020                                                 Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Physics 101

6. Построение решений для вспомогательных  
уравнений первого порядка 

Решения системы (13), также как и системы (17), строятся на основе 
решений уравнения (7). Из (1) и (36) (см. приложение) находим выражение 
для ,  0,1,2,3ia i = . Имеем: 

 ( )11 S .
2

ˆ ˆˆi i xa p T T −= σ   (24) 

Представим матрицу T̂  в следующем виде:  

 
3

0 0
1

ˆ ˆ  ,ˆT α α
α=

= ψ σ + ψ σ   (25) 

где ( , ),i x tψ  0,1,2,3i = , – функции, которые следует вычислить. Соответ-

ственно матрицу 1T̂ −  можно представить таким образом:  

 
3

1
0 0

1

ˆ ˆ ˆ1  .T
D

−
α α

α=

 
 = ψ σ − ψ σ
 
 

   (26) 

В результате получаем  

3 3
1

0, 0 , 0 0
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1   x x xT T
D

−
α α β β

α= β=

  
  = τ σ − τ σ τ σ + τ σ =

    
 

3

0
1

1 .
2

ˆ ˆxD R
D α α

α=

 
 σ + σ
 
 

  

Здесь введены обозначения:  
2 2 2 2
0 1 2 3 ,D = ψ − ψ − ψ − ψ  

3

0, , 0 ,
, 1

 x x xR iα α α αβγ β γ
β γ=

= −ψ ψ + ψ ψ + ε ψ ψ , 1,2,3α = . 

Величины αβγε  представляют собой полностью антисимметричный 
символ Леви-Чивита. Общее решение уравнения (7) при условии 1 0,q ≠  

2 0,q ≠  0 3 0q q= =  можно записать в таком виде:  

 0 0 1 1Ψ ( , , )  , Ψ ( , , )  ,
C C

x t d x t dψ = ω ω ψ = ω ω    (27) 

 2 2 3 3Ψ ( , , ) , Ψ ( , , ) ,
C C

x t d x t dψ = ω ω ψ = ω ω    (28) 

здесь 
2( )/ ( )/4

0
1Ψ ( )
( )

x ct c p x ct cM e
Z

ω + − − ω= ω +ω 
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)2 1 2 1( )/ ( )/( ) ( ) ,i q x iq ct c i q x iq ct cF e G e− − −+ ω − ω  

2( )/ ( )/4
1

1Ψ ( )
( )

x ct c p x ct cN e
Z

ω + − − ω= ωω 
+  

)2 1 2 1( )/ ( )/( ) ( ) ,i q x iq ct c i q x iq ct cF e G e− − −+ ω + ω  

 
2 2( )/ ( )/ ( )/ ( )/

2 3Ψ ( ) , Ψ ( ) .x ct c p x ct c x ct c p x ct cV e U eω + − − ω ω + − − ω= ω = ω   (29) 

Параметры этого решения имеют такой вид:  
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2( ) 16 8( ) ( ) ,Z q q q q p q qω = ω − − ω + + = +  

2 2 4 2 2
2 1 2 1 1 2( ) (16( ) 4( ) ), ( ) (16 16 ),X q iq q iq p Y i q q pω = − ω + + ω = ω + ω −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),M V X U Yω = ω ω ω + ω ω  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).N iU X iV Yω = ω ω ω − ω ω  

Функции ( ), ( ), ( ), ( )U V F Gω ω ω ω  комплексного спектрального пара-
метра ω  задаются начальными условиями. 

Решения для функций ( , ),ia x t  соответствующие общим решениям (27), 
можно представить в таком виде:  

0
1 ( , ) ,

2 ( , )x
D x ta

D x t x
∂= φ =

∂
 

3 2 1 0
1 2 3 0 1

ln( / ) ln( /1 ,
2 ( , )

a i
D x t x x

∂ ψ ψ ∂ ψ ψ = ψ ψ + ψ ψ ∂ ∂ 
 

3 1 2 0
2 2 3 0 2

ln( / ) ln( /1 ,
2 ( , )

a i
D x t x x

∂ ψ ψ ∂ ψ ψ = ψ ψ − ψ ψ ∂ ∂ 
 

3 02 1
3 2 1 0 3

ln( /ln( / )1 .
2 ( , )

a i
D x t x x

∂ ψ ψ∂ ψ ψ = ψ ψ + ψ ψ ∂ ∂ 
 

Соответственно:  

 ( )1 2
1 1, ln ( , ),

( , ) 2x xA a ia D x t
D x t

+ = + = ζθ − θζ ϕ =   (30) 

где 1 2a iaθ = + , 0 3ζ = ψ − ψ . 
В случае дополнительной редукции 1 2 0q q= =  система уравнений для 

компонентов функции T̂  примет такой вид:  

0, 3, 3, 0,, ,t x t xc cψ = ψ ψ = ψ  1, 2, 2, 1,, .t x t xic icψ = ψ ψ = − ψ  

Эти уравнения эквивалентны следующим уравнениям:  
2

3 0, , ,tt xx t xc cχ = χ τ = χ τ = χ  



№ 2 (54), 2020                                                 Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Physics 103

0, 0,t x t xc c+ + − −θ − θ = θ + θ =  

где 1 2i+θ = τ + τ  и 1 2i−θ = τ − τ . Функции χ , 1τ  и 2τ , вообще говоря, ком-
плексные. Как уже отмечалось, в этом случае система уравнений редуцирует-
ся к уравнению Лиувилля. 

Важным аспектом прикладных применений построенной системы 
уравнений является возможность находить условия вещественности и несин-
гулярности ее решений относительно функции ( , )x tϕ . Функции A±  могут 
быть комплексными.  

Как показывает первичный анализ частных решений построенной не-
линейной системы уравнений, большой набор вещественных решений может 
быть получен в случае выбора 1q  чисто мнимой величиной, а 2q  – веще-
ственной. Однако в этом случае решения в большинстве своем оказываются 
сингулярными. Типичные примеры таких решений для функции ( , )x tϕ  при-
ведены на рис. 1. На рис. 2 приведены соответствующие решения для функ-
ции | ( , ) |A x t+ . Эти решения получены для функций ( , ),i x tϕ  0,1,2,3,i =  сле-
дующего вида:  

( , ) Φ ( , , ) Φ ( , , ), 0,1,2,3.i i ix t x t x t iψ = ω + −ω =  

 

 
Рис. 1. Решение для ϕ  при 1 21, 0,5 , 1c q i q= − = =  и 2( ) ( )F Gω = − ω = ω  
 
На рис. 1 приведены графики ( , )x tϕ  для 0,3,6,9,12t =  при выборе 

функций 2( ) / 2,U ω = ω  2( ) / 2,V ω = ω  2( ) ,F ω = ω  2(G ω − ω  и 1,ω =  1,c = −  

1 0,5 ,q i=  2 1q = . Как видно из графиков, вблизи нулевых значений функции 
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( , )x tϕ  имеется область, содержащая сингулярности как самой функции 

( , )x tϕ , так и функции | ( , ) |A x t+ . Эта область перемещается как целое в по-
ложительном направлении оси x.  

 

 

 

 

Рис. 2. Решение для | |A+  при 1 21, 0,5 , 1c q i q= − = =  и 2( ) ( )F Gω = − ω = ω  
 
Несингулярные решения можно получить, если положить дополни-

тельно ( ) ( ) 0F Gω = ω = . Типичные несингулярные решения приведены на 
рис. 3. Они соответствуют тем же значениям всех функций и параметров, что 
и на рис. 1, но при условии ( ) ( ) 0F Gω = ω = . Приведенные примеры решений 
не исчерпывают всех возможных типов решений. Для их анализа требуется 
отдельная дополнительная работа, которая выходит за пределы данной  
статьи. 
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а) 

 
б) 

Рис. 3. Решение для | |A+  (a) и φ  (б) при 1 21, 0,5 , 1c q i q= − = =  и ( ) ( ) 0F Gω = ω =  

Заключение 
В работе рассмотрены новые примеры применения метода матричных 

функциональных подстановок к задаче отыскания интегрируемых нелиней-
ных волновых уравнений. Ранее этот метод был описан в работах [1–3]. По-
строенные уравнения в предельном варианте переходят в уравнение Лиувил-
ля и могут применяться в теории взаимодействия волн подобно моделям  
трехволнового взаимодействия и генерации второй гармоники в нелинейной 
оптике. В данной работе рассматривался только метод подстановок первого 
порядка в терминах работы [4], в которой был развит метод многофункцио-
нальных подстановок, включающий в себя и стандартный МОЗ в теории со-
литонов. Используя результаты указанной работы, можно получить мно-
гофункциональное расширение построенных решений при выборе тех же ис-
ходных матричных операторов. В работе приведен общий вид решений вспо-
могательного матричного уравнения. Это позволяет проводить подробные 
исследования типов решений построенных уравнений. Найденные в работе 
некоторые решения не исчерпывают всех возможных их типов. 
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Приложение  
Формализм вычислений с матрицами размерности 2 2×  

Для анализа моделей, связанных с трехмерными векторами, полезно 
рассмотреть общие соотношения с матрицами размерности 2 2× . Введем 
следующие обозначения для матриц Паули ˆ ασ  и единичной матрицы:  

 1 2 3 0
0 1 0 1 0 1 0

, , ,
1 0 0 0 1 0 1

ˆ ˆ ˆ ˆ
i

i
−       

σ = σ = σ = σ =       −       
.  (31) 

Матрицы ˆ ,iσ  0,1,2,3,i =  удовлетворяют следующим соотношениям:  

0 0 0, [ˆ ˆ , ] 0, 0,1,2ˆ ˆ ˆ ,3;ˆ ˆi i i i iσ σ = σ σ = σ σ σ = =  

 
3

1
 ˆ ˆ ˆ ;ˆ ˆ iα β β α αβγ γ

γ=
σ σ = −σ σ = ε σ   (32) 

3

1
[ , ] 2  , , , 1,2,ˆ 3ˆ ,ˆ iα β αβγ γ

γ=
σ σ = ε σ α β γ =  

здесь αβγε  – полностью антисимметричный символ Леви-Чивита: 123 1,ε =  

βαγ αβγ αγβε = −ε = −ε . 

Таким образом, любая матричная функция ˆ( , )T x t , заданная на линей-
ной алгебре матриц 2 2×  2GL , имеет следующий общий вид:  

 
3

0
 ˆ ( , ) ,i i

i
T x t

=
= ψ σ   (33) 

где ( , )i x tψ  – вспомогательные функции, связанные с компонентами матрицы 
T̂  соотношениями:  

11 0 3 11 0 3 12 1 2 21 1 2, , , .T T T i T i= ψ + ψ = ψ − ψ = ψ − ψ = ψ + ψ  

Для удобства интерпретации полезно ввести трехмерный вектор матриц 
Паули:  
 1 2 3ˆ ˆ ˆ( , , )ˆ= σ σ σs   (34) 

и трехмерный вектор 1 2 3{ , , }= ψ ψ ψψ . Тогда любая матрица 2 2×  может 
быть записана в виде 

 0 0( , )ˆ ˆ ,T̂ = + ψ σs ψ   (35) 

где 

1 1 2 2 3 3ˆ ˆ) ˆ ˆ( , = ψ σ + ψ σ + ψ σs t  –  

евклидово скалярное произведение векторов. Обратные формулы для вычис-
ления коэффициентов iψ  матриц T̂  размерности 2 2×  имеют следующий 
общий вид:  
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 Sp( ) / 2,  0,1,2,3ˆˆi iT iψ = σ = ,  (36) 

где Sp  – операция вычисления следа матрицы. 
Пусть теперь имеются две матрицы Â  и B̂ , которые могут быть пред-

ставлены в виде 

 
3 3

0 0

ˆ ˆ( , )  , ( ˆ, . ˆ )i i i i
i i

A a x t B b x t
= =

= σ = σ    (37) 

При введении векторов 1 2 3( , , )a a a=a  и 1 2 3( , , )b b b=b  эти матрицы 
можно записать так:  

0 0 0 0ˆ ˆ( , ) , (ˆ ˆˆ ˆ, ) .A a B b= + σ = + σs a s b  

Согласно свойствам матриц Паули (31) имеем теперь следующие об-
щие соотношения:  

0 0 0ˆ ˆ ˆ ˆ([ ], ) ( , ) ( , ) ( ) ,ˆ ˆ,AB i a b= × + + + σa b s b s a s a b  

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] 2 ([ ], ).A B AB BA i= − = ×a b s   (38) 

здесь [ ]×a b  – векторное произведение векторов a  и b . 
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